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Saºetak

U okviru ovog rada istraºujemo granice moderne ra£unarske tehnologije i probleme sa
kojima se danas suo£ava. Uveli smo i objasnili osnovne koncepte i zakone kvantne
mehanike na kojima se kvantni ra£unari baziraju, uklju£uju¢i vektorsku reprezentaciju
kvantnog stanja u Diracovoj notaciji, kao i operacije koje se vr²e nad takvim stanjima.
De�nisali smo u sklopu toga i vezana stanja koja su od izrazite vaºnosti u simulaciji i
rije²avanju kompleksnih problema.

Vratili smo se korak unatrag i na primjeru klasi£nih logi£kih kola koji podlijeºu osno-
vama Booleanske algebre, formirali reverzibilna logi£ka kvantna kola gdje ne dolazi do
gubitka informacija. U okviru poglavlja o kvantnim kolima posebnu paºnju smo posvetili
Hadamard kolu i simulaciji Bellovih stanja kori²tenjem IBM Q editora.

Na samom kraju smo se pozabavili koracima i primjenama nekih od najzna£ajnijih
kvantnih algoritama, uklju£uju¢i Deutsch-Jozsa algoritam.

i



Abstract

In this paper we are exploring the limits of modern computer technology and the prob-
lems which it is facing. We have introduced and explained basic concepts and laws of
quantum physics which quantum computors are based upon, including vector represen-
tation of quantum state in Dirac notation, as well as the operations that are applied to
such states. In that context we de�ned entangled states that are highly important when
simulating and solving complex problems.

We also took a step back and, using an example of classical logic gates which operate
according to the laws of Boolean algebra, formed a reversible logic quantum gate where
there is no loss of information. Within chapter on quantum gates, we paid special
attention to Hadamard gate and Bell state simulations using IBM Q editor.

In the end, we dealt with steps and applications of some of the most useful quantum
algorithms, including Deutsch-Jozsa algorithm.
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1 Uvod

"I don't like it, and I'm sorry I ever

had anything to do with it."

Erwin Schrödinger on Quantum

Mechanics

Dana²nji moderni ra£unari vr²e obradu podataka baziraju¢i se na standardnom modelu
prora£una, koji datira jo² od Turinga1 i von Neumanna2. U okviru ovog modela svaka
se informacija svodi na bite, koji mogu da imaju vrijednost 0 ili 1, a nad kojima se vr²e
relativno jednostavne operacije primjenom logi£kih kola (AND, OR, NOT , NAND)
koja djeluju na jedan ili dva bita u datom trenutku. U svakom momentu uz ovako
de�nisane operacije, stanje ra£unara je u potpunosti odre�eno stanjem svih bita, tako
da se ra£unar sa n bita nalazi u jednom od 2n stanja, u granicama od 00...0 do 11...1.

Snaga kvantnog ra£unara, s druge strane, leºi upravo u ²irem spektru mogu¢ih stanja.
Kvantni ra£unar, tako�er posjeduje bite, ali koji, pored vrijednosti 0 i 1, mogu poprimiti
i vrijednosti koje odgovaraju njihovoj linearnoj kombinaciji, ²to je poznato i kao osobina
superpozicije. Kvantni bit, jednom rije£ju, nazivamo qubit. Kvantni ra£unar koristi
osobinu superpozicije koja dozvoljava odrºavanje ekponencijalno mnogo logi£kih stanja
u istom trenutku, od |00...0〉 do |11...1〉. Najkorisnija stanja nad kojima kvantni ra£unar
operi²e su vezana stanja - stanja koja nisu dodijeljena ni jednom analognom ili digitalnom
stanju pojedina£nog qubita. Kvantni ra£unar je nedvojbeno, upravo zbog ove osobine,
brºi od obi£nog, klasi£nog ra£unara. Za mnoge probleme, kao ²to je defaktorizacija
velikih brojeva, kvantni ra£unar uveliko stoji u prednosti ispred klasi£nog, obzirom da
takav problem rije²ava u periodu od jednog dana, za ²to bi ina£e bilo potrebno nekoliko
miliona godina.

Pomislili bismo da je razumijevanje kvantnog ra£unanja ili kvantne �zike zahtjevno, ali
matemati£ki gledano kvantni koncepti, ako ih moºemo tako objediniti, su samo ne²to
1Alan Turing, ro�en 1912. godine (London, Engleska) se £esto smatra ocem modernog ra£unarstva.
Dao je doprinos konceptu algoritma i ra£unanja na Turingovoj ma²ini. Za vrijeme II svjetskog rata
konstruisao je ma²inu uz pomo¢ koje su saveznici dekodirali ²ifrirane poruke njema£ke mornarnice i
zrakoplovstva.

2John von Neumann ro�en 1903. godine (Budimpe²ta, Austro-Ugarska monarhija) je ma�arski matem-
ati£ar koji je dao veliki doprinos kvantnoj �zici, funkcionalnoj analizi, ra£unarskoj nauci i ekonomiji.
Zajedno sa J. P. Eckertom i J. Mauchlyom formulisao je von Neumannovu arhitekturu £iji se princip
primjenjuje u skoro svim dana²njim ra£unarima.
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1 Uvod

kompleksniji od srednjo²kolske algebre. Kvantna �zika, kao i Einsteinova teorija rela-
tivnosti, zahtjeva su²tinsko shvatanje ne£ega ²to je kontra-intuitivno.

1. Fizi£ki sistem koji se nalazi u jendozna£no odre�enom stanju se i dalje moºe pon-
a²ati nepredvidljivo.

2. Dva sistema koja se nalaze na me�usobno velikom rastojanju, bez ikakve �zi£ke
veze, ipak mogu biti snaºno povezani.

�to se ti£e same potrebe za razvojem kvantnih ra£unara, 1965. godine Gordon Moore3,
primjetio je da se ekonomski najoptimalnija gustina tranzistora unutar integrisanih kru-
gova udvostru£uje pribliºno svakih 18 mjeseci. Zbijanjem tranzistora bliºe jedan dru-
gom ubrzava se mehanizam izmjene podataka, odnosno, pove¢ava se brzina kojom ra£u-
nar operi²e. Me�utim, paralelno tome, postaje teºe ukloniti oslobo�enu toplotu tokom
jednog ireverzibilnog procesa. Moore je predvidio da ¢e se ovaj trend minijaturizacije
nastaviti, ²to je danas poznato kao Mooreov zakon. Danas, velika ve¢ina ra£unarske
industrije smatra da ¢e Mooreov zakon ostati na snazi jo² dvije ili tri generacije mikro-
procesora, u najboljem slu£aju. Tako, u naporima da se zakon odrºi, pribjegava se
proizvodnji vi²ejezgrenih procesora i kori²tenju novih, egzoti£nih, poluprovodni£kih ma-
terijala. U me�uvremenu, ulaºu se veliki napori i velika sredstva u razvoj i komercijal-
izaciju kvantnih ra£unara.

3Gordon Moore ro�en 1929. godine (San Francisco, California, USA) je ameri£ki biznismen, inºenjer
i su-osniva£ Intel korporacije.
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2 Kvantizacija sistema

2.1 Diracova notacija

Kvantni sistemi posjeduju odre�ene osobine koje omogu¢uvaju kodiranje bita kao real-
nih �zi£kih stanja. Jedna takva osobina je spin elektrona, koji prilikom mjerenja moºe
imati samo dvije vrijednosti: spin up ili |↑〉 (spin je tokom mjerenja bio paralelan osi
posmatranja) i spin down ili |↓〉 (spin je tokom mjerenja bio antiparalelan osi posma-
tranja). Ovakva unutra²nja diskretnost kvantnih sistema dozvoljava da se spin elektrona
uzme za prirodnu binarnu jedinicu ili bit. Me�utim, bilo koji drugi kvantni sistem za
kojeg je karakteristi£na pojava dualnih kvatnih stanja, kao ²to je ravan polarizacije lin-
earno polarizovanog fotona, smjer rotacije cirkularno polarizovanog fotona, ili diskretni
energetski nivoi ekscitovanog atoma, mogu tako�er posluºiti svrsi. Uop²teno, bilo koji
kvantni sistem koji se koristi za reprezentaciju bita nazivamo kvantnim bitom (qubit).

Ket vektorska reprezentacija qubita

U Diracovoj1 notaciji, qubit, koji u �zi£kom sistemu predstavlja vrijednost klasi£nog bita
0, ima oblik |0〉, dok qubit koji odgovara vrijednosti bita 1, ima oblik |1〉. �ta svaka od
ovih notacija predstavlja ovisi isklju£ivo o sistemu unutar kojeg vr²imo kodiranje.

Matemati£ki gledano, ket vektori su vektori kolone.

|0〉 =

(
1

0

)
|1〉 =

(
0

1

)

Kvantni bit nije ograni£en da bude ili 0 ili 1 u datom trenutku i upravo se iz tog ra-
zloga jedan qubit predstavlja vektor kolonom sa dva faktora. Mjerenjem stanja kvantnog
sistema, npr. mjerenjem spina elektrona, nalazimo da je spin ili |↑〉 ili |↓〉, ²to, pred-
stavljeno u Diracovoj notaciji, odgovara stanjima |0〉 i |1〉, respektivno. Me�utim, sve
dok se sistem ne posmatra, isti se nalazi u stanju superpozicije:

|ψ〉 = a |0〉+ b |1〉 , |a|2 + |b|2 = 1

1Paul Dirac ro�en 1903. godine (Bristol, Engleska, UK) je britanski �zi£ar i dobitnik Nobelove nagrade.
Formulisao je jedna£inu kojom je opisao pona²anje fermiona (Diracova jedna£ina), ²to je dovelo do
pretpostavke o postojanju antimaterije.
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2 Kvantizacija sistema

Koe�cijenti a i b su kompleksne amplitude komponenti |0〉 i |1〉. Uslovom da je |a|2+|b|2 =
1 osigurava se normiranost qubita, odnosno osigurava se da o£itavanjem qubita, qubit
bude u stanju |0〉 sa vjerovatno¢om |a|2 ili u stanju |1〉 sa vjerovatno¢om |b|2.

Za svaki ket vektor postoji odgovaraju¢i bra vektor koji nosi ekvivalentnu informaciju o
kvantnom stanju od interesa.

|ψ〉 = a |0〉+ b |1〉 =

(
a

b

)

〈ψ| = a∗ 〈0|+ b∗ 〈1| = (a∗ b∗)

Unutra²nji i vanjski proizvod bra i ket vektora daje nam uvid u sli£nosti izme�u dva
kvantna stanja. Tako, za par qubita u stanjima |ψ〉 = a |0〉 + b |1〉 i |φ〉 = c |0〉 + d |1〉,
de�ni²emo unutra²nji proizvod 〈ψ|φ〉 kao:

〈ψ|φ〉 = (〈ψ|) · (|φ〉) = (a∗ b∗) ·
(
c

d

)
= a∗c+ b∗d.

Unutra²nji proizvod opisuje preklapanje stanja |ψ〉 i |φ〉 jer varira od 0, za ortogonalna
stanja, do 1, za normirana.

Vanjski proizvod |ψ〉 〈φ|, de�ni²emo kao:

|ψ〉 〈φ| = (|ψ〉) · (〈φ|) =

(
a

b

)
· (c∗ d∗) =

(
ac∗ ad∗

bc∗ bd∗

)
.

Vanjskim proizvodom se opisuje struktura unitarnih operatora koji, kako ¢emo vidjeti,
odgovaraju kvatnim logi£kim kolima.

2.2 Blochova sfera

Pona²anje qubita analiziramo u kompleksnom dvodimenzionalnom vektorskom prostoru,
ali koja je korelacija izme�u takvog, dvodimenzionalnog, prostora i prostora u tri dimen-
zije? Kako se trodimenzionalni prostor preslikava u dvodimenzionalni prostor komplek-
snih vektora?

Kvantno stanje jednog qubita moºemo predstaviti jedini£nim vektorom na Blochovoj
sferi, koji je opisan sa dva parametra θ i φ.

|ψ〉 = cos

(
θ

2

)
|0〉+ eiφ sin

(
θ

2

)
|1〉 , 0 ≤ θ ≤ π

0 ≤ φ ≤ 2π

4



2 Kvantizacija sistema

Stanje qubita opisano je kao |ψ〉 = a |0〉+ b |1〉, gdje su a i b kompleksni brojevi, za koje
vrijedi uslov normiranosti.

Dva su na£ina na koja predstavljamo kompleksne brojeve u dvodimenzionalnom pros-
toru. U kompleksnoj ravni, kompleksni broj c moºemo pisati kao c = a + ib, ili preko
polarnih koordinata de�ni²u¢i radijus vektor (intenzitet) kompleksnog broja c i ugao
koji zaklapa za realnom osom, ugao φ, c = re−iφ.

1.3 Quantization: From Bits to Qubits 11

which is a matrix. The outer product provides a very nice way of describing the
structure of unitary operators, which as will see later, correspond to quantum logic
gates. For example, a NOT gate has a corresponding unitary matrix NOT = ( 0 1

1 0

)
.

In terms of outer products this can also be written as NOT = |0〉〈1| + |1〉〈0|. The
outer product factorization of the NOT gate shows the transformation it performs
explicitly. Indeed, all quantum gates can be best understood as a sum of such outer
products.

1.3.3 Bloch Sphere Picture of a Qubit

An intuitive, albeit approximate, way to visualize the quantum state of a single qubit
is to picture it as a unit vector inside a bounding sphere, called the Bloch sphere (see
Fig. 1.3). The parameters defining the quantum state are related to the azimuth and

Fig. 1.3 Bloch sphere showing the computational basis states |0〉 and |1〉, and a general qubit state
|ψ〉 = cos(θ/2)|0〉 + eiφ sin(θ/2)|1〉Slika 2.2.1: Stanja ra£unskih baza |0〉 i |1〉, i stanje qubita |ψ〉 = cos

(
θ
2

)
|0〉+eiφ sin

(
θ
2

)
|1〉

u reprezentaciji Blochove sfere

Sada za stanje qubita, moºemo pisati:

|ψ〉 = r0e
iφ0 |0〉+ r1e

iφ1 |1〉 = eiφ0(r0 |0〉+ r1e
i(φ1−φ0) |1〉).

Faza eiφ0 je �zi£ki irelevantna. Mjerenjem, pomenuta faza ne¢e uticati na kona£an ishod
sveukupnog stanja sistema, pa je moºemo zanemariti.2 Kako su r0 i r1 realni brojevi,
vrijedi iz uslova normiranosti:

|r0|2 + |r1|2 = 1 =⇒ r0 = cos θ
2

r1 = sin θ
2

,

2Ovo je posljedica faznog kick-back efekta o kojem ¢e biti rije£i u narednim poglavljima. Vi²e o efektu
moºete pogledati u dodatku B.
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2 Kvantizacija sistema

te dobivamo ranije de�nisani izraz za stanje qubita u zavisnosti od dva parametra, ugla
θ i ugla φ.

|ψ〉 = cos

(
θ

2

)
|0〉+ eiφ sin

(
θ

2

)
|1〉

Obzirom da qubit mora imati isklju£ivo ili vrijednost |0〉, za θ = 0, ili |1〉 za θ = 90o, sva
kvantna stanja nalaze se na povr²ini hemisfere, ne sfere. Ako ºelimo da stanja qubita
odgovaraju povr²ini cijele sfere, uvodimo novi ugao θ′ = 2θ. Na ovaj na£in, umjesto da
posmatramo qubit u dvodimenzionalnom kompleksnom vektorskom prostoru, moºemo
zamisliti da se nalazi na povr²ini jedini£ne sfere u trodimenzionalnom prostoru. Direktna
posljedica ove reprezentacije jest da su ortogonalna stanja ψ i φ, za koja vrijedi 〈ψ|φ〉 =
0, predstavljena kao antipodalne ta£ke na Blochovoj sferi, tj. u trodimenzionalnom
prostoru se nalaze pod uglom od 180o.

2.3 Multi-qubitni kvantni memorijski registri

Iako smo dosad razmatrali isklju£ivo jedini£ne qubite, funkcionalni kvantni ra£unar mora
imati multi-qubitni kvantni memorijski registar koji se sastoji iz grupe od n qubita koji
nose odgovaraju¢e indekse i adrese, tako da se potrebne operacije mogu primjeniti na bilo
koji jedini£ni qubit ili par qubita. Ukoliko se dva qubita ne nalaze jedan pored drugog
postoji cijela sekvenca operacija kojima se postiºe njihova interakcija kao da jesu.

Kao ²to se jedini£ni qubit u bilo kojem trenutku moºe na¢i u stanju superpozicije svih
mogu£ih vrijednosti izme�u |0〉 i |1〉, tako se i n-qubitski memorijski registar moºe na£i
u superpoziciji svih 2n mogu¢ih vrijednosti, |00...0〉 , |00...1〉 , ..., |11...1〉.

Ra£unske baze

Kada opisujemo stanje multi-qubitnog kvantnog memorijskog registra kao superpoziciju
mogu¢ih bit-znakovnih kon�guracija, kaºemo da je stanje predstavljeno u nekoj ra£un-
skoj bazi, npr. stanje 2-qubitnog memorijskog registra je opisano kao:

|ψ〉 = c0 |00〉+ c1 |01〉+ c2 |10〉+ c3 |11〉 .

Ovo implicira na £injenicu da kvantni memorijski registar moºe biti opisan sa svih 2n

mogu¢ih stanja u isto vrijeme, ²to ovisi o njihovim amplitudama. Uop²teno:

|ψ〉 = c0 |00...0〉+ c1 |00...1〉+ ...+ c2n−1 |11...1〉 =
2n−1∑

i=0

ci |i〉 ,

gdje je
∑2n−1

i=0 ci = 1, i gdje |i〉 predstavlja ra£unsku bazu vlastitog stanja £ija vrijednost
odgovara vrijednosti decimalnog broja i u binarnoj notaciji. Npr., 5-qubitna ra£unska
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2 Kvantizacija sistema

baza vlastitog stanja |6〉 je |00110〉. Naime, 6 je u binarnom sistemu predstavljeno
kao 110. Dvije nule sa lijeve strane dodajemo kako bismo formirali ukupno 5 bita.
Veli£ine vektor kolona, kojima predstavljamo stanja qubita, rastu eksponencijalno sa
brojem istih. Tako, 100-qubitni kvantni memorijski registar zahtjeva 2100 kompleksnih
amplituda da bi se u potpunosti de�nisao, stoga je nemogu¢e simulirati kvantni ra£unar
na klasi£nom. U multi-qubitnim kvantnim stanjima poºeljno je da neke amplitude imaju
vrijendost 0. Recimo da je 3-qubitno kvantno stanje:

|ψ〉 = c0 |000〉+ c1 |001〉+ c2 |010〉+ c3 |011〉+ c4 |100〉+ c5 |101〉+ c6 |110〉+ c7 |111〉

i da ne sadrºi apsolutno nikakve doprinose vlastitih stanja za |000〉, |011〉, |101〉, |110〉 i
|111〉. Tada je amplituda pripadaju¢ih komponenti nula.

|ψ〉 = a |001〉+ b |010〉+ c |100〉 ≡




0

a

b

0

c

0

0

0




≡




amplituda |000〉 komponente
amplituda |001〉 komponente
amplituda |010〉 komponente
amplituda |011〉 komponente
amplituda |100〉 komponente
amplituda |101〉 komponente
amplituda |110〉 komponente
amplituda |111〉 komponente




Tenzor multi-qubitnih stanja

Tenzorom n individualnih kvantnih stanja opisujemo relaciju izme�u n-qubitnog mem-
orijskog registra i individualnih qubita. Neka je |φ〉 =

∑2m−1
j=0 aj |j〉 m-qubitno stanje

i |ψ〉 =
∑2n−1

k=0 bk |k〉 n-qubitno stanje. Tada je stanje kvantnog memorijskog registra
formirano iz vlastitih stanja |φ〉 i |ψ〉 odre�eno tenzorom tih stanja.

|φ〉 ⊗ |ψ〉 =
2m−1∑

j=0

aj |j〉 ⊗
2n−1∑

k=0

ak |k〉 =




a0
a1
...

a2m−1


⊗




b0
b1
...

b2n−1




Za stanja |φ〉 = a |0〉+ b |1〉 i |ψ〉 = c |0〉+ d |1〉, tenzor iznosi:

|φ〉 ⊗ |ψ〉 =

(
a

b

)
⊗
(
c

d

)
=




a

(
c

d

)

b

(
c

d

)




=




ac

ad

bc

bd


 = ac |00〉+ ad |01〉+ bc |10〉+ bd |11〉 .
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2 Kvantizacija sistema

Efekti interferencije i vezana stanja

Neka su |j〉 i |k〉 dva vlastita stanja n-qubitnog memorijskog registra. Stanja su ortog-
onalna (〈k|j〉 = 0) i normirana (〈j|j〉 = 〈k|k〉 = 1). Sve dok se ne posmatra, kvantni
memorijski registar moºe da se nalazi u superpoziciji vlastitih stanja |j〉 i |k〉. Stanje
superpozicije tih stanja pisano je kao |ψ〉 = cj |j〉 + ck |k〉, sa vjerovatno¢om |cj|2 da se
na�e u stanju |j〉 i vjerovatno¢om |ck|2 = 1−|cj|2 da se na�e u stanju |k〉. Moºda izgleda
da se kvantni memorijski registar pona²a u skladu sa klasi£nom teorijom vjerovatno¢e,
ali to nije slu£aj. Neka je A opservabla koja se pona²a kao n-qubitni memorijski regis-
tar i neka je vlastita vrijednost opservable za odgovaraju¢e stanje memorijskog registra
|ψa〉, a, odnosno: A |ψa〉 = a |ψa〉. Postavlja se pitanje, sa kojom vjerovatno¢om ¢e
mjerenje opservable A dati vrijednost a kada se kvantni memorijski registar na�e u
stanju |ψ〉 = cj |j〉+ ck |k〉?

Po klasi£noj teoriji vjerovatno¢e, vjerovatno¢a dobivanja vrijednosti a kada se registar
nalazi u stanju |j〉 je Pj(a) = | 〈ψa|j〉 |. Analogno za stanje registra |k〉. Me�utim, u
ovom slu£aju nije bitno u kojem se stanju registar nalazi, te vjerovatno¢u dobivanja
vrijednosti a nakon mjerenja, de�ni²emo kao:

pkl(a) = Pj(a)pj + Pk(a)pk = |cj|2Pj(a) + |ck|2Pk(a) = |cj|2| 〈ψa|j〉 |2 + |ck|2| 〈ψa|k〉 |2.

Ali, kako se memorijski registar pona²a u skladu sa zakonima kvantne mehanike, ne
moºemo zanemariti £injenicu da se registar doista nalazi u stanju superpozicije |ψ〉 =
cj |j〉+ ck |k〉, pa je:

pqu(a) = | 〈ψa|ψ〉 |2 = |cj 〈ψa|j〉+ ck 〈ψa|k〉 |2
= |cj|2| 〈ψa|j〉 |2 + |ck|2| 〈ψa|k〉 |2 + 2Re(cjc

∗
k 〈ψa|j〉 〈ψa|k〉∗).

Sada se javlja i dodatni £lan koji doprinosi ukupnoj vjerovatno¢i i koji je rezultat in-
terferencije razli£itih na£ina na koje je mogu¢e dobiti kona£nu vrijednost a. Jo² jedna
karakteristika po kojoj se kvantni memorijski registar razlikuje od klasi£nog, je pojava
vezanih stanja. Ova osobina kvantnih sistema je klju£na za ostvarivanje eksponenci-
jalnog ubrzanja prilikom izvo�enja kvantnih algoritama. Ukoliko dva qubita dovedemo
u vezano stanje, tada ¢e svaka promjena stanja prvog qubita uticati i na drugi, bez obzira
na njihovu eventualnu razdvojenost. Ova osobina je podstakla �zi£are dvadesetog stol-
je¢a da postave hipotezu o prijenosu informacije brzinom ve¢om od brzine svjetlosti.

Einstein, Podolsky, Rosen (EPR) Paradox - EPR par

Za homogeno multi-qubitno stanje kaºemo da je vezano ako i samo ako se ne moºe
rastaviti na faktore tenzora kona£nih stanja svakog individualnog qubita, tj. ako i samo
ako |ψ〉AB 6= |ψ〉A ⊗ |ψ〉B za bilo koje stanje |ψ〉A i |ψ〉B.
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2 Kvantizacija sistema

Neka se 2-qubitni memorijski registar nalazi u stanju 1√
2
(|0〉A⊗|0〉B + |1〉A⊗|1〉B). Ako

mjerenjem qubita A na�emo da se nalazi u stanju |1〉, tada, iako nije izvr²eno nikakvo
mjerenje qubita B, znamo da se i on nalazi u stanju |1〉. Mjerenje qubita A je uticalo
na stanje qubita B. Zbog jednostavnosti, vezana stanja se uglavnom zapisuju u obliku
(A,B). Najosnovnija stanja, tzv. Bellova stanja, predstavljamo kao:

|Φ+〉 =
|00〉+ |11〉√

2
|Φ−〉 =

|00〉 − |11〉√
2

|Ψ+〉 =
|01〉+ |10〉√

2
|Ψ−〉 =

|01〉 − |10〉√
2

Ovakva stanja kvantnih sistema prvi su primijetili Einstein3, Podolsky4 i Rosen5. Vezanost
je temelj kvantnih algoritama. Posmatrajmo dva vezana kvantna registra, A i B, takva
da registar A sadrºi set indeksa od 0 do 2n− 1, a registar B set vrijednosti neke funkcije
£ije pona²anje isklju£ivo ovisi o vrijednosti indeksa registra A. Njihovo vezano stanje
opisano je kao

∑2n−1
i0

= |i〉A |f(i)〉B. Mjerenjem vrijednosti funckije u registru B, rec-
imo c, moºemo projektovati set indeksa u registru A koji je u saglasnosti sa mjerenom
vrijednosti funkcije, te tako de�ni²emo superpoziciju stanja oblika

∑
i
′
:f(i

′
)=c

∣∣i′
〉
A
|c〉.

Ovim jednostavnim potezom dobivamo sve indekse iz registra A koji daju istu vrijed-
nost funkcije u registru B.

Vezana stanja u razli£itim numeri£kim bazama

Kada razmi²ljamo o kvantnom ra£unanju prirodno pravimo paralelu sa binarnim siste-
mom (|010〉 = |02〉 , |110〉 = |12〉 , |210〉 = |102〉 , |310〉 = |112...〉). Kvantno kolo, predstavl-
jeno unitarnom matricom U , koje djeluje na n qubita, ima dimenzije 2n × 2n. Sli£no
tome, unitarna matrica koja odgovara kvantnom kolu koje djeluje na qutrite (ra£unska
baza 3), imat ¢e dimenzije 3n × 3n. Me�utim, danas se uglavnom koristi binarna baza,
primarno iz razloga ²to je manipulacija qubitima (2-body interaction) jednostavnija od
manipulacije qutritima (3-body interaction).

3Albert Einstein ro�en 1879. godine (Ulm, Njema£ko carstvo) je najistaknutiji �zi£ar i za£etnik novog
doba u �zici. Njegovi najzna£ajniji doprinosi uklju£uju specijalnu i generalnu teoriju relativnosti,
obja²njenje fotoelektri£nog efekta (za ²to je dobio Nobelovu nagradu), ekvivalentnost energije i mase,
uni�cirana teorija polja, EPR paradoks, Bose-Einsteinova statistika itd.

4Boris Y. Podolsky ro�en 1896. godine (Taganrog, Rusko Carstvo) je ameri£ko-ruski �zi£ar koji je
dao zna£ajan doprinos razvoju kvantne mehanike, Bellove teorije i teorije kvantne informacije. O
Podolskom postoje izvjesne spekulacije da je bio £lan zloglasnog KGB-a.

5Nathan Rosen ro�en 1909. godine (Brooklyn, New York, USA) je ameri£ki �zi£ar izraelskog porijekla
£iji je najzna£ajniji doprinos analizi strukture atoma vodika i obja²enju vezanih stanja.
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2.4 Razvoj kvantnog memorijskog registra:

Schrödingerova jedna£ina

Vremenski zavisna Schrödingerova6 jedna£ina ima oblik:

i~
∂ |ψ(t)〉
∂t

= H |ψ(t)〉 ,

gdje |ψ(t)〉 opisuje trenutno stanje kvantnog memorijskog registra, a Hamiltonijan H
je operator ukupne energije sistema i njegove vlastite vrijednosti su mogu¢e vrijednosti
mjerenja ukupne energije sistema. Hamiltonijan za odre�eni kvantni sistem se formira
uzimaju¢i u obzir mogu¢e interkacije unutar sistema. Hydra kvantni procesor ima Hamil-
tonijan oblika:

H =
N∑

i=1

hiZi +
N∑

i<j=2

JijZiZj +
N∑

i=0

∆i(t)Xi,

gdje su Zi = σiz i Xi = σix Pauli-Z i Pauli-X7 matrice za qubit i, hi je napon polarizacije
primijenjen na qubit i, ∆i(t) je matrica tunelovanja za qubit i, a Jij opisuje spregnutost
qubita i i j. Kako jeH operator (opservabla) ukupne energije n-qubitnog sistema (realan
broj), to zna£i da je H, 2n×2n hermitska matrica, takva da postoje vlastita stanja |ψi〉 i
vlastite vrijednosti energije Ei, odnosno da vrijedi H |ψi〉 = Ei |ψi〉. Kako su vrijednosti
Ei jedine dozvoljene vrijednosti ukupne energije sistema, to uvijek postoji odre�ena baza
za koju je H dijagonalna matrica, H =

∑
iEi |ψi〉 〈ψi|.

H =




E0 0 0 0

0 E1 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Ek


 , k = 2n − 1

Me�utim, Hamiltonijan se uglavnom de�ni²e u odnosu na neku drugu bazu, recimo
ra£unsku bazu (|00...0〉 , |00...1〉 , ..., |11...1〉), tako da je nekada neophodno promijeniti
bazu prilikom opisivanja stanja i operatora. Najjednostavniji slu£aj je onaj koji je vre-
menski nezavisan. Tada rije²enje Schrödingerove jedna£ine, ima oblik:

ψ(t) = ψ(0)e(−iHt/~).

Kako jeH hermitski operator, to je matri£ni eksponent exp(−iHt/~) unitaran. Unitarna
matrica ima osobinu da je njena inverzna matrica jednaka kompleksno konjugovanoj
U−1 = U †, ²to zna£i da je matrica reverzibilna. Mogu¢e je invertovati matricu bez
ikakvog gubitka informacija.
6Erwin Schrödinger ro�en 1887. godine (Be£, Austrija) je austrijski �zi£ar i jedan od osniva£a kvantne
teorije. Schrödingerovom jedna£inom opisuje se talasna funkcija sistema kao i promjena funkcije u
toku vremena.

7Wolfgang Pauli, ro�en 1900. godine (Zürich, �vicarska) je jedan od utemeljitelja kvantne teorije.
Nobelovu nagradu je dobio za formiranje principa isklju£enja i spin teorije.
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2 Kvantizacija sistema

2.5 Izvo�enje podataka iz kvantnih ra£unara

Prilikom mjerenja, kvantni ra£unar je povezan sa mjernim ure�ajem gdje se informacija
iz kvantnog memorijskog registra privremeno skladi²ti kako bi se konvertovala u klasi£nu
informaciju koju moºemo o£itati. Kako je u kvantnoj mehanici operator hermitski, to su
njegove vlastite vrijednosti realne. Uzastopnim mjerenjem stanja |ψ〉, dobivamo srednju
vrijednost opservable O:

〈O〉 = 〈ψ| O |ψ〉 .
Sumirajmo sada glavne osobine kvantnih sistema:

1. Rezultat mjerenja je realan broj.

2. Na kvantnom nivou sam £in mjerenja sistema ¢e uticati na njegovo kona£no stanje.
Npr., poloºaj elektrona moºemo odrediti primjenom Comptonovog efekta. Talas
koji nailazi na elektron se odbija te mijenja svoju talasnu duºinu. �to je frekvencija
upadnog talasa ve¢a to je ta£nije mjerenje poloºaja elektrona, ali je ve¢a i prom-
jena impulsa elektrona usljed interakcije, ²to zna£i da preciznije mjerenje poloºaja
rezultira ve¢om neodre�eno²¢u implusa i obratno. Mjerenje uzrokuje promjenu

stanja sistema.

3. Mjerenjem spina elektrona nalazimo da je on ili paralelan ili antiparalelan osi
mjerenja, ²to su ujedno i jedine dvije dozvoljene vrijednosti. Mjerene vrijednosti

su diskretne.

4. Ako tokom eksperimenta prvo mjerimo svojstvo opservable A, a zatim svojstvo
opservable B, rezultat ¢e se razlikovati od slu£aja gdje prvo mjerimo svojstvo
opservable B. Na£in na koji vr²imo sekvencu mjerenja uti£e na kona£an rezultat.

5. Postoji odre�eni limit na preciznost prilikom mjerenja para opservabli.

∆OA = OA − 〈OA〉

∆OB = OB − 〈OB〉
∆OA∆OB ≥ const.

Preciznije mjerenje jedne opservable rezultirat ¢e ve¢om neodre�eno²¢u druge.

Za hermitske operatore tako�er vrijedi:

1. Kvantizirane vrijednosti. Jedini dozvoljeni rezultati mjerenja su vlastite vri-
jednosti operatora OA.

2. Realne vrijednosti. Kako je operator OA hermitski njegove vlastite vrijednosti
moraju biti realne.

11



2 Kvantizacija sistema

3. Mjerenje mijenja stanje sistema. Ako se sistem nalazi u stanju superpozicije
prije mjerenja, tada o£itavanjem vrijednosti λi sistem je projektovan u stanje |ψi〉.
|ψi〉 je vlastito stanje operatora OA tako da vrijedi OA |ψi〉 = λi |ψi〉.

4. Nekomutaciona mjerenja. Ako nas interesuju dvije opservable A i B koje
su predstavljene hermitskim matricama OA i OB, tada ¢e na£in na koji vr²imo
mjerenje bitno uticati na kona£ni ishod jer OA · OB 6= OB · OA. Operatori ne
komutiraju.

5. Princip neodre�enosti. Za bilo koji par opservabli OA i OB postoji minimalna
neodre�enost sa kojom svojstva A i B mogu biti mjerena istovremeno tako da

vrijedi ∆OA∆OB ≥
1

4
|〈|OA,OB|〉|.

Mjerenja u ra£unskim bazama

Baza n-qubitnog kvantnog memorijskog registra moºe biti bilo koji kompletan ortonormi-
rani set vlastitih stanja, takav da bilo koje n-qubitno stanje moºe biti izraºeno kao su-
perpozicija stanja isklju£ivo iz ovako de�nisanog seta. Naj£e²¢e kori²tena je Bellova8

baza za vezana stanja..

Baza Vlastita stanja

θo rotacija
∣∣0
〉

= cos θ |0〉+ sin θ |1〉∣∣1
〉

= cos θ |0〉 − sin θ |1〉

Dijagonalna
|↗〉 = 1√

2
(|0〉+ |1〉)

|↙〉 = 1√
2
(|0〉 − |1〉)

Kiralna
|�〉 = 1√

2
(|0〉+ i |1〉)

|	〉 = 1√
2
(|0〉 − i |1〉)

Bellova

|β00〉 = 1√
2
(|00〉+ |11〉)

|β01〉 = 1√
2
(|01〉+ |10〉)

|β10〉 = 1√
2
(|00〉 − |11〉)

|β11〉 = 1√
2
(|01〉 − |10〉)

Tabela 2.1: Primjeri alternativnih baza

8John S. Bell je ro�en 1928. godine (Belfast, Sjeverna Irska). Njegov glavni doprinos odnosi se na
formulaciju tzv. Bellove teoreme, koja je od klju£nog zna£aja u kvantnoj mehanici u okviru teorije
skrivenih varijabli.
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3 Kvantna kola

3.1 Booleanske funkcije i kombinatorna logika

Booleova1 algebra je oblast matemati£ke logike - algebarska struktura koja sadrºi de�n-
isane operacije AND, OR i NOT kao i skup teorijskih operacija, unija (A∪B), presjek
(A∩B) i komplement(Ac). Vrijednosti primarnih operacija moºemo predstaviti tablicom
stanja.

a b a ∧ b a ∨ b ¬a
0 1 0 0 1

1 0 0 1 0

0 1 0 1 1

1 1 1 1 0

Tabela 3.1: Primarna kombinatorna logika

2.1 Classical Logic Gates 55

Table 2.2 Truth table of
AND

AND:

a b a ∧ b

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

Fig. 2.2 Icon for the AND
gate—a logically irreversible
gate

Table 2.3 Truth table of OR

OR:

a b a ∨ b

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

Fig. 2.3 Icon for the OR
gate—a logically irreversible
gate

Table 2.4 Truth table of
XOR (exclusive-OR)

XOR:

a b a ⊕ b

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

it returns 0 (i.e., FALSE) when both its inputs are 1 (i.e., TRUE). The truth table for
XOR is shown in Table 2.4. The corresponding circuit icon for XOR is shown in
Fig. 2.4.

2.1.3 Universal Gates: NAND and NOR

There is a special class of logic gates, called universal gates, any one of which is
alone sufficient to express any desired computation. The possibility of such uni-

Slika 3.1.1: Simbol AND kola

2.1 Classical Logic Gates 55

Table 2.2 Truth table of
AND

AND:

a b a ∧ b

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

Fig. 2.2 Icon for the AND
gate—a logically irreversible
gate

Table 2.3 Truth table of OR

OR:

a b a ∨ b

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

Fig. 2.3 Icon for the OR
gate—a logically irreversible
gate

Table 2.4 Truth table of
XOR (exclusive-OR)

XOR:

a b a ⊕ b

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

it returns 0 (i.e., FALSE) when both its inputs are 1 (i.e., TRUE). The truth table for
XOR is shown in Table 2.4. The corresponding circuit icon for XOR is shown in
Fig. 2.4.

2.1.3 Universal Gates: NAND and NOR

There is a special class of logic gates, called universal gates, any one of which is
alone sufficient to express any desired computation. The possibility of such uni-

Slika 3.1.2: Simbol OR kola

Logi£ko kolo moºe se posmatrati kao �zi£ki ure�aj koji uzima jednu ili vi²e Booleanskih
vrijednosti za ulazne podatke i vra¢a isklju£ivo jednu vrijednost. Logi£ka kola su klju£na
komponenta modernih ra£unara. Bilo koja operacija moºe biti ra²£lanjena na sekvencu
logi£kih kola koja djeluju na samo par bita u odre�enom trenutku. Kola AND i OR su
logi£ki ireverzibilna, ²to zna£i da nije mogu¢e odrediti jedinstvene ulazne podatke za sve
izlaze. Ako je izlazni podatak 0, ne moºemo ustanoviti da li su ulazni podaci bili 00, 01

1George Boole, utemeljitelj Booleove algebre, je britanski matemati£ar i �lozof ro�en 1815. godine
(Lincoln, Engleska).
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ili 10. Analogno za OR kolo gdje za, recimo, izlazni podatak 1, ulazni podaci su mogli
primiti vrijednosti 01, 10 i 11. Postoji tako�er i varijanta OR kola, exclusive − OR ili
XOR u oznaci ⊗, koje se pokazalo jako korisnim u oblasti kvantnog ra£unanja.

56 2 Quantum Gates

Fig. 2.4 Icon for the XOR
gate—a logically irreversible
gate

Table 2.5 Truth table of
NAND

NAND:

a b a|b

0 0 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Fig. 2.5 Icon for the NAND
gate—a universal gate for
classical irreversible
computing

versal gates accounts, in part, for the remarkable miniaturization of modern com-
puters since computer designers need only focus on miniaturizing a single type of
gate. Nowadays, the logic gates that manipulate these values are implemented us-
ing transistors, but in future computers even smaller, and faster, devices are being
considered in an effort to maintain the pace of Moore’s Law.

You can see why such universal gates are possible from Table 2.1. The rules in the
table show that any Boolean function can be reduced to an expression involving only
¬ and ∧ or only ¬ and ∨. Hence, any Boolean function can be computed by means
of a circuit comprising NOT and AND gates, or NOT and OR gates. Nevertheless,
the construction of large scale logic circuits would be greatly streamlined if manu-
facturers only had to use a single type of gate. Such a gate is said to be “universal”
since from it circuits for any Boolean function can be derived. Restricting circuits to
using a single type of universal gate does not necessarily lead to the smallest circuit
for computing a desired Boolean function but it does allow chip manufacturers to
perfect the design and manufacturing process for the universal gate, which, in prac-
tice, tends to make it easier to improve yield, reliability, and boost speed. Today, the
microprocessor industry pursues this strategy by basing their circuits on the NAND
(“NOT AND”) gates. Mathematically, aNANDb ≡ ¬(a ∧ b), often written as a|b,
and is universal for classical irreversible computing. The truth table for the NAND
gate is shown in Table 2.5: The corresponding circuit icon for the NAND gate is
shown in Fig. 2.5.

To convince you that the NAND gate is truly universal, given that we already
know we can compute any Boolean function in a circuit comprising only NOT and
AND gates, it is sufficient to show we can obtain NOT from NAND gates and AND
from NAND gates. Table 2.6 shows how to obtain ¬a from a|a: Likewise, Table 2.7
shows we can obtain a ∧ b from two a|b gates. Since we proved that any logical

Slika 3.1.3: Simbol XOR kola

a b a⊗ b
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Tabela 3.2: XOR tablica stanja

Postoji i posebna klasa logi£kih kola, tzv. univerzalna kola. Njihova osnovna karak-
teristika je da je potrebno samo jedno kolo kako bi se formirao bilo kakav Booleanski
izraz. U ovu grupu spadaju NAND i NOR kola. Danas se industrijska konstrukcija
mikroprocesora uglavnom bazira na NAND univerzalnom logi£kom kolu. Matemati£ki
gledano, ¬(a ∧ b), ili, u notaciji a|b, je osnova klasi£nog ireverzibilnog ra£unanja.

56 2 Quantum Gates

Fig. 2.4 Icon for the XOR
gate—a logically irreversible
gate

Table 2.5 Truth table of
NAND

NAND:

a b a|b

0 0 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Fig. 2.5 Icon for the NAND
gate—a universal gate for
classical irreversible
computing

versal gates accounts, in part, for the remarkable miniaturization of modern com-
puters since computer designers need only focus on miniaturizing a single type of
gate. Nowadays, the logic gates that manipulate these values are implemented us-
ing transistors, but in future computers even smaller, and faster, devices are being
considered in an effort to maintain the pace of Moore’s Law.

You can see why such universal gates are possible from Table 2.1. The rules in the
table show that any Boolean function can be reduced to an expression involving only
¬ and ∧ or only ¬ and ∨. Hence, any Boolean function can be computed by means
of a circuit comprising NOT and AND gates, or NOT and OR gates. Nevertheless,
the construction of large scale logic circuits would be greatly streamlined if manu-
facturers only had to use a single type of gate. Such a gate is said to be “universal”
since from it circuits for any Boolean function can be derived. Restricting circuits to
using a single type of universal gate does not necessarily lead to the smallest circuit
for computing a desired Boolean function but it does allow chip manufacturers to
perfect the design and manufacturing process for the universal gate, which, in prac-
tice, tends to make it easier to improve yield, reliability, and boost speed. Today, the
microprocessor industry pursues this strategy by basing their circuits on the NAND
(“NOT AND”) gates. Mathematically, aNANDb ≡ ¬(a ∧ b), often written as a|b,
and is universal for classical irreversible computing. The truth table for the NAND
gate is shown in Table 2.5: The corresponding circuit icon for the NAND gate is
shown in Fig. 2.5.

To convince you that the NAND gate is truly universal, given that we already
know we can compute any Boolean function in a circuit comprising only NOT and
AND gates, it is sufficient to show we can obtain NOT from NAND gates and AND
from NAND gates. Table 2.6 shows how to obtain ¬a from a|a: Likewise, Table 2.7
shows we can obtain a ∧ b from two a|b gates. Since we proved that any logical

Slika 3.1.4: Simbol NAND kola

a b a|b
0 0 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Tabela 3.3: NAND tablica stanja

Da bismo dokazali da je NAND kolo doista univerzalno, dovoljno je samo uo£iti da je
iz NAND kola mogu¢e formirati AND i NOT kolo.

a a a|a ¬a
0 0 1 1

1 1 0 0

Tabela 3.4: NOT iz NAND kola

a b a|b (a|b)|(a|b) a ∧ b
0 0 1 0 0

0 1 1 0 0

1 0 1 0 0

1 1 0 1 1

Tabela 3.5: AND iz NAND kola

Kako se bilo koja logi£ka operacija moºe razloºiti na pravilnu kombinaciju ∧ i ¬ opera-
tora, a da se ∧ i ¬ operatori mogu pisati u terminima NAND logi£kih operacija, tim smo
ustanovili da se ipak, bilo koja logi£ka operacija moºe predstaviti u terminima NAND
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logi£kih operacija, ²to je dobra vijest za industriju, jer je sada potrebno usavr²iti samo
na£in impementacije jednog kola, NAND kola. Naºalost logi£ka ireverzibilnost dolazi
sa cijenom. Po zakonima �zike, kada dolazi do gubitka (brisanja) odre�ene inorma-
cije, dolazi i do gubitka energije u vrijednosti kT log 2 po izgubljenom bitu, gdje je k
Boltzmanova konstanta i iznosi 1.3805 × 10−23JK−1. Ukoliko se trend minijaturizacije
ra£unarske tehnologije nastavi, bez obzira na nove vrste materijala koje se budu razvijale
shodno tome, ipak ¢e postati jako te²ko ukloniti toplotu emitovanu unutar ireverzibilnih
kola.

3.2 Reverzibilna kola

Jedan od na£ina na koji se oslobo�ena toplota kao nusproizvod rada ireverzibilnih kola
moºe sprije£iti je modi�kacija mikroprocesora, odnosno kori²tenje reverzibilnih logi£kih
kola. U ovakvim kolima postoji jedinstvena jednosmjerna veza izme�u ulaznih i izlaznih
podataka, ²to zna£i da nema gubitka informacije. Najjednostavnije reverzibilno logi£ko
kolo je NOT kolo, koje invertuje vrijednost bita. Tako, ukoliko nam je poznat izlazni
podatak, automatski znamo i ulazni. Drugi primjer reverzibilnog kola je SWAP logi£ko
kolo, koje predstavlja sistem izmjene za dva ulazna i dva izlazna podatka, te CNOT
logi£ko kolo (controlled−NOT ). Date su i tablice stanja ovih kola u tabelama 3.6 i 3.7.

a b a′ b′

0 0 0 0

0 1 1 0

1 0 0 1

1 1 1 1

Tabela 3.6: SWAP kolo

a b a′ b′

0 0 0 0

0 1 0 1

1 0 1 1

1 1 1 0

Tabela 3.7: CNOT kolo

U kvantnom ra£unanju kvantni krug ne mora nuºno imati ºice, niti bilo koju drugu �z-
i£ku poveznicu izme�u kvantnih kola. Umjesto toga, krug moºemo zamisliti kao sekvencu
logi£kih operacija koje se vr²e unutar kvantnih kola, u zavisnosti od vremena; pozitivan
smjer je sa lijeva na desno, odnosno smjer u kojem se sukcesivno primjenjuju kvantne
operacije. Stoga se u kvantnom ra£unanju SWAP logi£ko kolo £e²¢e predstavlja alterna-
tivnim simbolom, na slici 3.2.2. CNOT kolo mijenja vrijednost drugog bita, ako i samo
ako je vrijednost prvog bita 1; odluka da se drugi bit negira ili ne negira, kontrolisana
je vrijedno²¢u prvog bita. SWAP kolo je mogu¢e realizovati sekvencom od tri CNOT
kola. (Slika 3.2.3).
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2.1 Classical Logic Gates 59

Fig. 2.7 Icon for the SWAP
gate—a 2-bit logically
reversible gate. The icon
conveys the idea that to swap
two bits we simply cross the
wires on which those bits
reside

Fig. 2.8 Alternative icon for a SWAP gate that is more common in quantum circuit diagrams. The
reason for having a different icon for SWAP in quantum circuits compared to classical circuits is
that many implementations of quantum circuits do not have physical wires as such. Hence, it could
be misleading to depict a SWAP operation as a crossing of wires. Instead, a SWAP operation can
be achieved as the result of a sequence of applied fields

Table 2.10 Truth table of
CNOT

CNOT:

a b a′ b′

0 0 0 0

0 1 0 1

1 0 1 1

1 1 1 0

Fig. 2.9 Icon for the CNOT
gate—a 2-bit logically
reversible gate

That is, the decision to negate or not negate the second bit is controlled by the value
of the first bit. Hence, the name “controlled-NOT”. Note that, as shown in Fig. 2.10,
the SWAP gate can be obtained from a sequence of three CNOT gates.

Slika 3.2.1: Simbol SWAP kola
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Table 2.10 Truth table of
CNOT

CNOT:

a b a′ b′

0 0 0 0

0 1 0 1

1 0 1 1
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Fig. 2.9 Icon for the CNOT
gate—a 2-bit logically
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That is, the decision to negate or not negate the second bit is controlled by the value
of the first bit. Hence, the name “controlled-NOT”. Note that, as shown in Fig. 2.10,
the SWAP gate can be obtained from a sequence of three CNOT gates.

Slika 3.2.2: Alternativni prikaz60 2 Quantum Gates

Fig. 2.10 A SWAP gate can
be obtained from three CNOT
gates

Table 2.11 Truth table of the
TOFFOLI gate, which is
universal for classical
reversible computing

TOFFOLI:

a b c a′ b′ c′

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 0

1 0 1 1 0 1

1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 1 0

Table 2.12 Truth table of the
FREDKIN gate, which is
universal for classical
reversible computing

FREDKIN:

a b c a′ b′ c′

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 0

1 0 1 1 1 0

1 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1

2.1.5 Universal Reversible Gates: FREDKIN and TOFFOLI

Just as there can be universal gates for classical irreversible computing, such as the
NAND gate (which has two inputs and one output), so too can there be universal
gates for classical reversible computing. However, the smallest gates that are both
reversible and universal require three inputs and three outputs. Two well-known
examples are the FREDKIN (controlled-SWAP) gate and the TOFFOLI (controlled-
CNOT) gate, whose truth tables are shown in Tables 2.11 and 2.12 respectively.

Slika 3.2.3: Realizacija SWAP kola sekvenciranjem CNOT logi£kih operacija

Univerzalna reverzibilna logi£ka kola

Analogno univerzalnom ireverzibilnom ra£unanju, tako�er de�ni²emo i univerzalna reverz-
ibilna kola, FREDKIN2 (controlled − SWAP ) i TOFFOLI3 (controlled − CNOT ),
koja zahtijevaju minimalno tri ulazna podatka.

a b c a′ b′ c′

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 0

1 0 1 1 0 1

1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 1 0

Tabela 3.8: TOFFOLI kolo

a b c a′ b′ c′

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 0

1 0 1 1 1 0

1 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1

Tabela 3.9: FREDKIN kolo

TOFFOLI logi£ko kolo invertuje tre¢i ulazni podatak, ako i samo ako su i prvi, i
drugi ulazni podatak 1, te iste drºi nepromijenjenim, dok FREDKIN kolo invertuje
2Edward Fredkin, ro�en 1934. godine (Los Angeles, California, USA) radi kao profesor na Carnegie
Mellon Univerzitetu (Pennsylvania) i smatra se pionirom tzv. digitalne �zike.

3Tommaso To�oli, ro�en 1943. godine (Montereale Valcellina, Italija) je ameri£ko-italijanski profesor
ra£unarske tehnologije na Univerzitetu u Bostonu, gdje radi od 1995. Zajedno sa Fredkinom radio
je na razvoju ¢elijskih automata i umjetnog ºivota.
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2.1 Classical Logic Gates 61

Fig. 2.11 Icon for the
TOFFOLI gate also called the
controlled-controlled-NOT
gate. TOFFOLI is reversible
and universal

Fig. 2.12 Icon for the
FREDKIN gate also called
the controlled-SWAP gate.
FREDKIN is reversible and
universal

2.1.5.1 TOFFOLI (a.k.a. “Controlled-Controlled-NOT”)

The TOFFOLI gate is also called the controlled-controlled-NOT gate since it can be
understood as flipping the third input bit if, and only if, the first two input bits are
both 1. In other words, the values of the first two input bits control whether the third
input bit is flipped. The icon for the TOFFOLI gate is shown in Fig. 2.11.

2.1.5.2 FREDKIN (a.k.a. “Controlled-SWAP”)

Another famous reversible gate is the FREDKIN (controlled-SWAP) gate. The truth
table for the FREDKIN gate is: The icon for the FREDKIN gate is shown in
Fig. 2.12. The FREDKIN gate can also be seen as a controlled-SWAP gate in that it
swaps the values of the second and third bits, if, and only if, the first bit is set to 1.

2.1.6 Reversible Gates Expressed as Permutation Matrices

Any n-bit reversible gate must specify how to map each distinct bit string input into
a distinct bit string output of the same length. Thus no two inputs are allowed to be

Slika 3.2.4: TOFFOLI simbol
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2.1.5.1 TOFFOLI (a.k.a. “Controlled-Controlled-NOT”)

The TOFFOLI gate is also called the controlled-controlled-NOT gate since it can be
understood as flipping the third input bit if, and only if, the first two input bits are
both 1. In other words, the values of the first two input bits control whether the third
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2.1.5.2 FREDKIN (a.k.a. “Controlled-SWAP”)

Another famous reversible gate is the FREDKIN (controlled-SWAP) gate. The truth
table for the FREDKIN gate is: The icon for the FREDKIN gate is shown in
Fig. 2.12. The FREDKIN gate can also be seen as a controlled-SWAP gate in that it
swaps the values of the second and third bits, if, and only if, the first bit is set to 1.

2.1.6 Reversible Gates Expressed as Permutation Matrices

Any n-bit reversible gate must specify how to map each distinct bit string input into
a distinct bit string output of the same length. Thus no two inputs are allowed to be

Slika 3.2.5: FREDKIN simbol

vrijednost drugog i tre¢eg bita, ako i samo ako je prvi bit 1, te ako su drugi i tre¢i ulazni
biti razli£iti, i odrºava njegovu vrijednost.

Reverzibilna kola kao matrice permutacije

Bilo koje n-bitno reverzibilno kolo mora imati ta£no de�nisan na£in na koji se vr²i
mapiranje ulaznih podataka u izlazne, ²to zna£i da bilo koja dva ulazna podatka ne
mogu biti mapirana u isti izlazni podatak, i obratno. Upravo nam ova osobina osigurava
reverzibilnost sistema. Zamislimo reverzibilno kolo kao permutator 2n ulaznih podataka.
SWAP kolo ulazne podatke 00, 01, 10 i 11, mapira, respektivno u 00 → 00, 01 → 10,
10→ 01 i 11→ 11.

Sli£no tome, CNOT mapira ulazne podatke u 00 → 00, 01 → 01, 10 → 11 i 11 →
10. Stoga je prirodan na£in predstavljanja n-bitnog reverzibilnog kola kao matrice sa
odgovaraju¢im indeksima redova i kolona. Element (i, j) matrice je 1, ako i samo ako je
ulazni podatak u i-tom redu mapiran u izlazni podatak j kolone. SWAP i CNOT kola
stoga moºemo predstaviti u matri£nom obliku.

SWAP =




1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1


 CNOT =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




Da bismo vidjeli kako reverzibilno logi£ko kolo, recimo TOFFOLI, djeluje na ulazni
podatak, prvi bit predstavimo kao vektor kolonu koja odgovara njegovoj vrijednosti, te
potom vr²imo uobi£ajenu operaciju vektorskog mnoºenja ovih matrica.

Kako TOFFOLI operi²e sa tri bita, moºemo zamisliti vektor kolonu kojom opisujemo
ulazni podatak da se sastoji iz 23 = 8 £lanova, od kojih jedan ima vrijednost 1, dok su
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svi ostali 0.

|000〉 =




1

0

0

0

0

0

0

0




|001〉 =




0

1

0

0

0

0

0

0




|010〉 =




0

0

1

0

0

0

0

0




· · · |111〉 =




0

0

0

0

0

0

0

1




TOFFOLI |110〉 =




1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0




·




0

0

0

0

0

0

1

0




=




0

0

0

0

0

0

0

1




= |111〉

Simulacije ireverzibilnih operacija

Danas se ve¢ina mikroprocesora zasniva na kolima koja su logi£ki ireverzibilna. Logi£ka
ireverzibilnost zna£i da odre�eni izlazni podatak odgovara ve¢em broju ulaznih podataka.
Npr., AND logi£ko kolo mapira dva bita a i b u jedan bit c. Izlazni podatak c = 0
odgovara kombinaciji ulaznih bitova a = 0∧ b = 0, a = 0∧ b = 1 i a = 1∧ b = 0. Ulazni
podatak je vi²ezna£an, te je stoga operacija logi£ki ireverzibilna. Logi£ka ireverzibilnost
ima odre�ene termodinami£ke posljedice. Prvenstveno dolazi do gubitka energija od
kT log 2 po izgubljenom (obrisanom) bitu. Na sobnoj temperaturi, T = 300K, energija
koja se oslobodi u vidu toplote iznosi 3 · 10−24J .

Me�utim, ukoliko bismo za vr²enje logi£kih operacija koristili isklju£ivo reverzibilna
logi£ka kola, ne bi dolazilo do disipacije energije. Da bi operacija bila logi£ki reverzibilna,
svaki korak te operacije mora biti logi£ki reverzibilan, ali kada je upitanju reverzibilno
ra£unanje, prirodno se name¢u dva pitanja. Prvo, kako formirati optimalni reverzibilni
krug za implementaciju potrebne Booleanske funkcije? I drugo, sa kojom e�kasno²¢u
takav, reverzibilni, ra£unar, moºe simulirati ireverzibilne operacije? To�oli je pokazao
da je reverzibilna baza, sastavljena iz NOT , CNOT i TOFFOLI kola, univerzalna za
reverzibilne operacije. Ta£nije, pokazao je da se svaka permutacija iz skupa podataka
{0, 1}n moºe realizovati unutar reverzibilnog NOT , CNOT , TOFFOLI kruga, ko-
ri²tenjem ancilla (pomo¢nog, skladi²nog) bita. Ancillae su klju£ni elementi u klasi£nom
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reverzibilnom ra£unanju. Npr., svaki krug sa vi²e od tri ulazna podatka koji se obra�uju
unutar NOT − CNOT − TOFFOLI kombinacije, ostvaruju paran broj permutacija.
Tako, za realizaciju neparnog broja permutacija na {0, 1}n, potreban je barem jedan
dodatni bit (ancilla bit) sa �ksnom konstantnom vrijedno²¢u. To�oli je pokazao da je za
ove potrebe, dovoljan samo jedan ancilla bit. Posmatrajmo Booleansku funkciju za koju
vrijedi f = {0, 1}n → {0, 1}. Svaki reverzibilni krug sa m ulaznih podataka, izvr²avan-
jem operacije nad funkcijom f , generi²e ta£no m izlaznih podataka, od kojih jedan nosi
vrijednost funkcije f . Za m = n, ancilla bit ne postoji, ²to zna£i da je funkcija po £ijim
pravilima se vr²i mapiranje, izbalansirana. 4 Izbalansirana funkcija, dakle, vra¢a vrijed-
nost 1 za jednu polovinu 2n−1 ulaznih podataka i vrijednost 0 za drugu polovinu. Stoga,
ako funkcija koju ºelimo simulirati nije izbalansirana, potrebno je da vrijedi m > n, ²to
zna£i da mora postojati barem jedan ancilla bit.

3.3 Reverzibilna logika uz minimalno kori²tenje

ancilla bita

Vidjeli smo da u konstrukciji reverzibilnih kola iz ireverzibilnih, ancilla biti se koriste kako
bi se uklonila ograni£enja koja ireverzibilni sklopovi name¢u. Sa neograni£enim ancilla
bitima, kola kao ²to su TOFFOLI i FREDKIN , postaju univerzalna reverzibilna
kola. Me�utim, implementacija ancilla bita nije ekonomski najpovoljnija, pa se javlja
potreba za pronalaskom optimalnog sistema sa minimalnim brojem ancilla bita. U
logi£kom sklopu, reverzibilno kolo se de�ni²e kao kolo u kojem ne dolazi do gubitka
informacije u toku vr²enja ma kakvog prora£una. Strogo govore¢i, n-bitno reverzibilno
kolo, za n ulaznih podataka, generi²e n izlaznih podataka, i za date izlazne podatke
moºemo jednozna£no rekonstruisati ulazne. Npr., NOT kolo, koje implementira logi£ku
negaciju je reverzibilno jer se ulazni podatak moºe rekonstruisati invertovanjem izlazne
informacije. AND kolo, koje implementira logi£ku konjunkciju, nije reverzibilno, jer
£etiri ulazna podatka generi²u dva izlazna.

TOFFOLI kolo i univerzalnost

Konstrui²imo varijaciju TOFFOLI kola serijskim vezivanjem sa NOT kolom, £ime se
osigurava njegova reverzibilnost. Vidimo da usljed ovakve modi�kacije svakom izlaznom
podatku odgovara jedna i samo jedna kombijacija ulaznih podataka, te je rekonstrukcija
mogu¢a.

4Funkcija f(x) je konstantna ako vra¢a istu vrijednost za bilo koju kombinaciju ulaznih podataka,
za funkciju f(x) kaºemo da je izbalansirana ako za jednu polovinu ulaznih podataka vra¢a jednu
vrijednost, npr. 0, a za drugu polovinu 1.(detaljnije u poglavlju Kvantni algoritmi)
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2.2 The Variated Toffoli Gate

We invent a variation of the Toffoli gate by cascading the Toffoli gate with a NOT

on the second bit afterwards, and name it the variated Toffoli gate. Figure 2-1 shows

its circuit and truth table representations. We can also represent it using the sum of

products: It maps input (𝑎, 𝑏, 𝑐) to output (𝑎, 𝑏+ 1, 𝑎𝑏+ 𝑐).

Figure 2-1: The circuit and truth table representations of the variated Toffoli gate.

From the truth table, it is not hard to see that the variated Toffoli gate is also a

reversible gate. In addition, it maps the (0, 0, 0) input to (0, 1, 0). We claim that the

variated Toffoli gate is 𝑛-bit universal with 1 ancilla bit. The construction comes in

two steps: First we prove that any 𝑛-bit reversible gate can be constructed using a set

of multi-control Toffoli gates. Then we provide a construction for any multi-control

Toffoli gate using the variated Toffoli gate.

2.3 Reversible Gate from CiNOT

We start by constructing any reversible gate using certain multi-control Toffoli gates.

Claim 1. Let 𝑇𝑛 denote the set of gates 𝑁𝑂𝑇,𝐶𝑁𝑂𝑇,𝐶𝐶𝑁𝑂𝑇, ...,CnNOT . Given

any 𝑛-bit reversible transformation 𝑔, there exists a construction of 𝑔 by cascading

gates in 𝑇𝑛.
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Slika 3.3.1: Modi�kacija kola

ulazni podaci izlazni podaci
000 010

001 011

010 000

011 001

100 110

101 111

110 101

111 100

Tabela 3.10: Tablica stanja

Reverzibilna kola iz CiNOT

Zapo£injemo konstrukcijom bilo kojeg reverzibilnog kola koriste¢i tzv. multikontrolna

TOFFOLI kola. Ozna£imo sa Tn set kola NOT , CNOT , CCNOT ,..., CnNOT . Neka
se n-bitna kola t1 i t2 mogu konstruisati serijskim vezivanjem kola iz seta Tn, za koje
vrijedi:

1. t1 vr²i izmjenu 0 i 1,

2. t2 premje²ta k u (k + 1) mod.

Kolo t1 izmijenjuje elemente 0 i 1, ²to je u binarnom okruºenju ekvivalentno mapiranju
ulaznih podataka (0, 0, ..., 0) u (0, 0, ..., 1), odnosno, mapiranju (0, 0, ..., 1) u (0, 0, ..., 0).

Figure 2-2: Circuit representation for 𝑡1.

More specifically, the 𝑖th bit is inverted if and only if all the lower bits are 1, where

𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛− 1. Thus 𝑡2 can be implemented as a cascade of the following gates:

(1) NOT on the last bit

(2) CNOT on the last two bits, with the (𝑛− 1)th bit as the target line

(3) C2NOT on the last three bits, with the (𝑛− 2)th bit as the target line

...

(n) Cn-1NOT on all 𝑛 bits, with the highest bit as the target line

Figure 2-3 illustrates the construction on a 5-bit input.

Combining the two lemmas above, we can conclude that any 𝑛-bit reversible gate

can be constructed by cascading multi-control Toffoli gates with up to 𝑛− 1 control

lines.
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Slika 3.3.2: Reprezentacija t1 kola

Ovo je ekvivalentno invertovanju posljednjeg bita ako i samo ako je prethodnih n − 1
bita 0, ²to je opet u potpunosti suprotno od multikontrolnog TOFFOLI kola. Tako se,
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t1 moºe konstruisati primjenom NOT kola na svaki od n − 1 bita, pra¢eno Cn−1NOT
kolom gdje je posljedni bit ustvari ciljna ta£ka. I kona£no, NOT kolo, ponovno na svaki
od n− 1 bita, u cilju vra¢anja njihove po£etne vrijednosti.

Kolo t2 dodaje 1 na svaki element. U standardnom binarnom okruºenju, posljednji bit je
uvijek invertovan. Posljednji bit je invertovan ako i samo ako postoji prene²eni bit koji
je rezultat zbrajanja nad posljednim bitom. Uop²teno, i bit je invertovan ako i samo
ako je bit prene²en sa (i + 1) bita, ili, kaºemo da je i bit invertovan ako i samo ako su
svi niºi bitovi 1, dok je i = 1, 2, ..., n − 1. Stoga se t2 moºe implementirati kao serija
sljede¢ih kola:

1. NOT kolo na zadnjem bitu

2. CNOT kolo na zadnja dva bita sa (n− 1) bitom kao ciljanom ta£kom

3. C2NOT kolo na zadnja tri bita sa (n− 2) bitom kao ciljanom ta£kom
...

4. Cn−1NOT kolo na svih n bita, sa najvi²im bitom kao ciljanom ta£kom

Kombiniranjem ova dva primjera, moºemo zaklju£iti da bilo koje n-bitno reverzibilno
kolo moºe biti konstruisano serijskom vezom multikontrolnih TOFFOLI kola sa do n−1
kontrolnih linija.

Figure 2-3: Circuit representation for 𝑡2.

2.4 CiNOT from Variated Toffoli

In the previous section we constructed reversible gates using CiNOT , so what remains

to do is to construct CiNOT from the 3-bit variated Toffoli gate. We first examine a

few cases when 𝑖 is small.

2.4.1 Base Cases

When 𝑖 is 1, CiNOT becomes CNOT, which can be implemented by applying the

variated Toffoli twice. We apply the variated Toffoli in the same order as the input,

with the third bit being the target line and the second bit being the inversion line.

Suppose the input is (𝑎, 𝑏, 𝑐), then this will generate the following output:

(𝑎, 𝑏, 𝑐) → (𝑎, 𝑏+ 1, 𝑎𝑏+ 𝑐) → (𝑎, 𝑏, 𝑎(𝑏+ 1) + 𝑎𝑏+ 𝑐) = (𝑎, 𝑏, 𝑎+ 𝑐)

The resulting gate is equivalent to a CNOT on the bits 𝑎 and 𝑐, with 𝑐 being the

target line.

When 𝑖 is 0, CiNOT becomes NOT, which can be implemented using a slightly
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Slika 3.3.3: Reprezentacija t2 kola

3.4 Kvantna logi£ka kola

Kao ²to se bilo koji klasi£ni prora£un moºe razloºiti na sekvencu klasi£nih logi£kih
kola koja djeluju na odre�eni broj bita u datom trenutku, tako se i bilo koji kvantno-
mehani£ki prora£un moºe predstaviti serijom kvantnih logi£kih kola koja operi²u nad se-
tom qubita. Osnovna razlika je u tome ²to klasi£na kola manipuliraju klasi£nim bitima,
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3 Kvantna kola

koji imaju vrijednost ili 0, ili 1, dok kvantna logi£ka kola djeluju nad proizvoljnim mul-
tilateralnim kvantnim stanjima, uklju£uju¢i i stanja superpozicije ra£unskih baza, koja
su uglavnom vezana.

Kvantna black-box funkcija i implementacija

Bilo koji kvantno-mehani£ki razvoj opisan je unitarnim, a samim tim i logi£ki reverzi-
bilnim operacijama. Da bi operacija bila logi£ki reverzibilna, odre�eni ulazni podatak
se mora jasno mapirati u samo jedan, ta£no de�nisan, izlazni podatak, i obratno.

Me�utim, mapiranje oblika |x〉 → |f(x)〉 unutar black-boxa nije nuºno logi£ki reverzi-
bilno. Ako je funkcija |f(x)〉 konstanta, tada se dvije mogu¢e vrijednosti |x〉 mapiraju
u istu vrijednost za f(x). To zna£i da, ako je operacija koja se vr²i unutar black-boxa
kvantno-mehani£ke prirode, speci�kacija |x〉 → |f(x)〉 ne¢e imati ba² nekog zna£aja.5 Ali
uvedimo sada dodatni registar koji ¢e nam sluºiti za odrºavanje jedne te iste vrijednosti
prilikom mjerenja.

Neka je po£etna kon�guracija registara |x〉 |0〉 i neka je stanje drugog registra postavl-
jeno na |0〉. U ovom slu£aju, black-box vr²i operaciju mapiranja kao |x〉 |0〉 → |x〉 |f(x)〉.
Vidimo da nam je drugi registar samo mjesto gdje ¢emo izvr²iti o£itavanje vrijednosti
za f(x). Ulazni podatak |x〉 je sada zabiljeºen na izlazu, £ime nam je omogu¢eno inver-
tovanje procesa mapiranja, jednozna£no, bez obzira na vrijednost f(x).

Me�utim, kvantna mehanika nalaºe da sam proces mapiranja mora biti unitaran,pa je
potrebno izvr²iti kompletno mapiranje, odnosno, speci�zirati na£in na koji se svaki za-
sebni ulazni podatak, mapira u izlaznu informaciju. Mapiranje oblika |x〉 |0〉 → |x〉 |f(x)〉
unutar black-boxa odnosi se na samo jednu polovinu mogu¢ih ulaza; onu koja zavr²ava
sa |0〉, £ime problem odre�ivanja funkcije f(x) opet nije rije²en.

x f(x) y ⊗ f(x)

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Tabela 3.11: XOR tablica stanja

Da bismo osigurali da je priroda procesa unutar black-boxa unitarna, moramo jasno
de�nisati na£in na koji se ulazni podaci koji zavr²avanju i na |0〉 i na |1〉 mapiraju u
izlazne. Iz tog razloga, operaciju unutar black-boxa de�ni²emo kao:

|x〉 |y〉 → |x〉 |y ⊗ f(x)〉 .
5Vi²e o black-box funkciji u dodatku A.
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3 Kvantna kola

Operacija y ⊗ f(x) je ekskluzivna OR operacija (XOR). Za slu£aj kada je y = 0,
y ⊗ f(x) = f(x), de�nicija |x〉 |y〉 → |x〉 |y ⊗ f(x)〉 uklju£uje slu£aj |x〉 |0〉 → |x〉 |f(x)〉.

Ali, de�nisanjem operacije sa drugim qubitom koji moºe primiti vrijednost ili |0〉 ili |1〉,
osiguravamo da radnja unutar black-boxa bude unitarne prirode, odnosno, reverzibilna,
£ime je odre�eno kompletno mapiranje svih mogu¢ih 2-qubitnih ulaznih podataka i svih
mogu¢ih 2-qubitnih izlaznih podataka. Operacija |x〉 |y〉 f-c-N−−→ |x〉 |y ⊗ f(x)〉 je poznata i
kao f-controlled-NOT operacija (f−c−N), obzirom da vrijednost funkcije f(x) odre�uje
da li ¢e vrijednost y biti negirana ili ne.

Vrijednost funkcije i interferencija

Odgovor na pitanje da li je funkcija f(x) konstantna ili izbalansirana traºimo pomo¢u
black-boxa koji nosi implicitno informaciju o toj funkciji. Ako se ograni£imo na unos onih
kvantnih stanja koja odgovaraju klasi£nim binarnim ulaznim podacima |0〉 |0〉, |0〉 |1〉,
|1〉 |0〉 i |1〉 |1〉, u black-box, tada na²a kvantno-mehani£ka metoda ne bi imala nikakvu
prednost u odnosu na dosada²nje klasi£ne metode. Potrebno je, naime, da kvantna stanja
koja unosimo u black-box, budu apsolutno neklasi£na, odnosno, da nemaju nikakvu
sli£nost sa standardnim, klasi£nim, ireverzibilnim, binarnim podacima. Pogledajmo ²ta
se de²ava sa ulazom |x〉 1√

2
(|0〉 − |1〉) kada na njega djelujemo f − c−N operacijom:

|x〉 1√
2

(|0〉 − |1〉) f-c-N−−→ |x〉 1√
2

(|0⊗ f(x)〉 − |1⊗ f(x)〉 .

Kako razmatramo samo najjednostavniji slu£aj (n = 1), x moºe primiti vrijednosti 0 ili
1, kao i vrijednost samo funkcije f(x).

x f(x) |x〉 1√
2
(|0⊗ f(x)〉 − |1⊗ f(x)〉 (−1)f(x) |x〉 1√

2
(|0〉 − |1〉)

0 0 |0〉 (|0〉 − |1〉) |0〉 (|0〉 − |1〉) = |0〉 (|0〉 − |1〉)
0 1 |0〉 (|1〉 − |0〉) − |0〉 (|0〉 − |1〉) = |0〉 (|1〉 − |0〉)
1 0 |1〉 (|0〉 − |1〉) |1〉 (|0〉 − |1〉) = |1〉 (|0〉 − |1〉)
1 1 |1〉 (|1〉 − |0〉) − |1〉 (|0〉 − |1〉) = |1〉 (|1〉 − |0〉)

Tabela 3.12: Veza izme�u vrijednosti x i f(x), i desne strane tabele

Uo£avamo da su kona£ni izrazi u tre¢oj i £etvrtoj koloni, za istu kombinacija x i f(x),
identi£ni! Oba izraza predstavljaju dobar matemati£ki opis izlaznih kvantnih stanja na
koja je prethodno primijenjena f−c−N operacija. Stoga transformaciju koju f−c−N
vr²i nad kvantnim stanjima, moºemo opisati i kao:

|x〉 1√
2

(|0〉 − |1〉 f-c-N−−→ (−1)f(x) |x〉 1√
2

(|0〉 − |1〉).
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3 Kvantna kola

Ova reinterpretacija kona£nog stanja nam dozvoljava da funkciju f(x) posmatramo kao
da je iz ket stanja prenijeta u fazni faktor (−1)f(x). Efekti kvantno-mehani£ke interfer-
encije uti£u na vjerovatno¢u mogu¢ih ishoda.

3.5 Jednoqubitna kola

Pauli spin matrice

Jedna od osnovnih osobina £estica u kvantnoj mehanici je spin, ili kako se jo² de�ni²e,
vlastiti (intrisi£ni) angularni (ugaoni) moment. Na po£etku smo vidjeli da se operator
spina, kao i operator energije, predstavlja u matri£nom obliku, i za kojeg vaºe ista
komutaciona pravila. Operator spina reprezentiran je Pauli spin matricama.

X =

(
0 1

1 0

)
Y =

(
0 − i
i 0

)
Z =

(
1 0

0 − 1

)

Operator vlastitog angularnog momenta je vaºan za opisivanje kretanja £estice u centralno-
simetri£nim potencijalima, te se primjenjuje uglavnom u okviru sfernog koordinatnog
sistema, ²to je prakti£no kada qubite posmatramo u okviru Blochove sfere. Za jedan
qubit, Pauli matrica oblika (I, X, Y , Z) je unitarna i hermitska.

Pauli X matrica se jo² jednostavnije ozna£ava kao X kolo obzirom da vr²i rotaciju stanja
za π radijana duº x-ose. Ako se, dakle, u po£etnom trenutku nalazimo u stanju |0〉 na
samom vrhu blochove sfere, X kolo nas rotacijom dovodi u stanje |1〉 na dnu iste.

NOT kolo

U klasi£noj teoriji NOT kolo u matri£noj reprezentaciji:

NOT =

(
0 1

1 0

)

ima isti oblik kao i Pauli X matrica, ²to zna£i da bi Pauli X matrica imala u okviru
kvantnog ra£unanja istu ulogu - ulogu negiranja stanja qubita.

X |0〉 =

(
0 1

1 0

)
·
(

1

0

)
=

(
0

1

)
= |1〉

X |1〉 =

(
0 1

1 0

)
·
(

0

1

)
=

(
1

0

)
= |0〉
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3 Kvantna kola

Karakteristi£no je da rotacija sistema u okviru kojeg opisujemo stanja qubita, tj. rotacija
Blochove sfere, nije simetri£na za period 2π, ve¢ za period 4π. Pa, da li doista Pauli X
matrica ima istu ulogu za proizvoljne qubite, kao ²to ima NOT kolo za klasi£ne bite?
Odgovor je ne, ²to vrlo jednostavno moºemo i dokazati. Stanje qubita na Blochovoj sferi
opisano je, kako smo vidjeli, izrazom:

|ψ〉 = cos

(
θ

2

)
|0〉+ eiφ sin

(
θ

2

)
|1〉 , 0 ≤ θ ≤ π

0 ≤ φ ≤ 2π

Da bismo prona²li antipodalnu ta£ku ovako de�nisanog stanja, prosto se pomjeramo na
suprotnu hemisferu mijenjanjem ugla θ za π radijana ili za 180o. Stoga, antipodalno
stanje ψ̄ ili moºda simboli£nije, ψ⊥, je:

∣∣ψ⊥
〉

= cos

(
π − θ

2

)
|0〉+ ei(φ+π) sin

(
π − θ

2

)
|1〉

= cos

(
π − θ

2

)
|0〉 − eiφ sin

(
π − θ

2

)
|1〉

= sin

(
θ

2

)
|0〉 − eiφ cos

(
θ

2

)
|1〉 .

S druge strane, djelujmo Pauli X matricom na stanje |ψ〉:

X |ψ〉 =

(
0 1

1 0

)
·
(

cos
(
θ
2

)

eiφ sin
(
θ
2

)
)

=

(
eiφ sin

(
θ
2

)

cos
(
θ
2

)
)

= eiφ sin

(
θ

2

)
|0〉+ cos

(
θ

2

)
|1〉 .

Pauli X matrica samo negira stanje ra£unske baze (uz stanje |0〉 sada stoji sinusni £lan
sa faznim faktorom eiφ, dok uz stanje |1〉 stoji kosinusni £lan), ali stanje superpozicije
ostaje nepromijenjeno.

a |0〉+ b |1〉 → b |0〉+ a |1〉
Ovo moºemo dalje pojednostaviti, mnoºe¢i izraz faznim faktorom, obzirom da su stanja
svakako, za globalni fazni fakor, identi£na.

X |ψ〉 = sin

(
θ

2

)
|0〉+ e−iφ cos

(
θ

2

)
|1〉 6=

∣∣ψ⊥
〉

Ovi izrazi se o£ito razlikuju, te zaklju£ujemo da se Pauli X matrica ipak ne pona²a kao
klasi£no NOT kolo. Pauli X matrica ne negira stanje qubita u standardnom smislu jer
dobiveni rezultat nije

∣∣ψ⊥
〉
.

25



3 Kvantna kola

SQR-NOT kolo

SQR−NOT kolo ili
√
NOT kolo ima oblik:

√
NOT =

(
0 1

1 0

) 1
2

=

(
1
2

+ i
2

1
2
− i

2
1
2
− i

2
1
2

+ i
2

)
.

Zanimljiva osobina
√
NOT kola je da uzastopnom primjenom daje iste rezultate kao i

NOT kolo, dok jednokratnom primjenom qubit dovodi u takvo stanje koje u klasi£nom
smislu ne odgovara ni bitu 0, ni bitu 1.

3.6 Hadamard kolo

Hadamardov proizvod matrica

Hadamardov6 proizvod ili, kako se jo² naziva Schurov proizvod, je binarna operacija koja
uzima dvije matrice istih dimenzija i generi²e tre¢u, gdje je svaki i, j element proizvod
elemenata i, j originalnih matrica. Hadamardov proizvod nosi osobine asocijativnosti
i distributivnosti, a za razliku od standardnih matri£nih proizvoda, i osobinu komuta-
tivnosti. Za dvije matrice A i B, istih dimenzija, Hadamardov proizvod, A ⊗ B, je
matrica istih dimenzija kao i faktori matrice, £iji se elementi de�ni²u kao:

(A⊗B)i,j = (A)i,j(B)i,j.

Npr., Hadamardov proizvod matrica A i B, dimenzija 2× 2 je:
(
a11 a12
a21 a22

)
⊗
(
b11 b12
b21 b22

)
=

(
a11b11 a12b12

a21b21 a22b22

)
.

Hadamard matrica je kvadratna matrica dimenzija n× n £iji elementi imaju vrijednosti
1 ili −1, i £iji su redovi me�usobno ortogonalni, ²to zna£i da dva reda Hadamard matrice
predstavljaju dva me�usobno okomita vektora. Ista osobina vrijedi i za kolone matrice.
Neka je H Hadamard matrica reda n. Za takvu matricu vrijedi:

HHT = nIn,

gdje je In n× n unitarna matrica, a HT transponova H matrica.

6Jacques Hadamard ro�en 1865. godine (Versailles, Francuska) je francuski matemati£ar koji je dao
veliki doprinos teoriji brojeva, teoriji kompleksnih funkcija, diferencijalnoj geometriji i parcijalnim
diferencijalnim jedna£inama.
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Hadamard kolo

Hadamard kvantno kolo, koje de�ni²emo kao:

H =
1√
2

(
1 1

1 − 1

)
.

To je najkorisnije kolo s kojim se susre¢emo u okviru kvantnog ra£unanja, koje stanja
ra£unaskih baza, prevodi u stanje superpozicije i obratno.

2.4 1-Qubit Gates 75

Fig. 2.18 The icon for the
1-qubit Walsh-Hadamard
gate, H and its affect on
computational basis states

Fig. 2.19 By applying n H gates independently to n qubits, all prepared initially in state |0〉,
we can create an n-qubit superposition whose component eigenstates are the binary representation
of all the integers in the range 0 to 2n − 1. Thus, a superposition containing exponentially many
terms can be prepared using only a polynomial number of operations. This trick is used in a great
many quantum algorithms to load a quantum memory register efficiently with an equally weighted
superposition of all the numbers it can contain

When the Hadamard gate H acts on a computational basis state |x〉 it transforms the
input according to H |x〉 = 1√

2
(|0〉 + (−1)x |1〉).

The Hadamard is one of the unsung heroes of quantum computing. It is a de-
ceptively simple looking gate but it harbors a remarkable property that, if you think
about it, turns out to be of vital importance to quantum computing. If you prepare n

qubits each in the state |0〉 and you apply to each qubit, in parallel, its own Hadamard
gate, then, as shown in Fig. 2.19, the state produced is an equal superposition of all
the integers in the range 0 to 2n − 1.

H |0〉 ⊗ H |0〉 ⊗ · · · ⊗ H |0〉 = 1√
2n

2n−1∑
j=0

|j〉 (2.20)

where |j〉 is the computational basis state indexed by the binary number that would
correspond to the number j in base-10 notation. For example, in a 7-qubit register
the state “|19〉” corresponds to the computational basis state |0010011〉. The first
two bits (00) are padding to make the binary number 7 bits in length, and 100112
(i.e., 10011 in base 2) corresponds to 1910 (i.e. 19 in base-10).

The utility of the Hadamard gate derives from that fact that by applying, in par-
allel, a separate Hadamard gate to each of n qubits, each initially in the state |0〉,

Slika 3.6.1: Simbol Hadamard kvantnog kola i operacije transformacije

Kada na stanje baze |x〉 djelujemo Hadamard operatorom, ulazni podatak se trans-
formira u skladu sa:

H |x〉 =
1√
2

(|0〉+ (−1)x |1〉),

ili u op²tem slu£aju:

a |0〉+ b |1〉 → a

(
|0〉+ |1〉√

2

)
+ b

(
|0〉 − |1〉√

2

)
=
a+ b√

2
|0〉+

a− b√
2
|1〉 .

Predstavimo Hadamard kolo u matri£nom obliku i djelujmo na stanja |0〉 i |1〉.

H |0〉 = H

(
1

0

)
=

1√
2

(
1 1

1 −1

)
·
(

1

0

)
=

1√
2

(
1

1

)
=
|0〉+ |1〉√

2

H |1〉 = H

(
0

1

)
=

1√
2

(
1 1

1 −1

)
·
(

0

1

)
=

1√
2

(
1

−1

)
=
|0〉 − |1〉√

2

Uzimaju¢i sve navedene osobine Hadamard kola, moºemo barem pretpostaviti ²to ¢e se
desiti sa, recimo, stanjem |0〉 kada na njega uzastopno djeluju dva Hadamard operatora,
dva Hadamard kola. Naime, prvo kolo, kako smo vidjeli, stanje qubita prebacuje u stanje
superpozicije |0〉 → |0〉+|1〉√

2
, dok drugo kolo sada djeluje na oba stanja |0〉 i |1〉:

|0〉 → |0〉+ |1〉√
2
→ 1√

2

(
|0〉+ |1〉√

2
+
|0〉 − |1〉√

2

)
= |0〉 .
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Analogno za stanje |1〉 dobivamo:

|1〉 → |0〉 − |1〉√
2
→ 1√

2

(
|0〉+ |1〉√

2
− |0〉 − |1〉√

2

)
= |1〉 .

Ovaj dio kvantnog kruga, HH kolo, je ekvivalentan kvantnoj konturi. Ali posmatrajmo
sada prozvoljni ulazni podatak |ψ〉, gdje se stanje preko prvog kola provodi u H |ψ〉, a
nakon drugog u HH |ψ〉. Za Hadamard matricu vrijedi HH = I, gdje je I jedini£na
matrica, i upravo zbog toga kaºemo da je dio kvantnog kruga sa HH kolom, ustvari,
kvantna kontura.7 Hadamard kolo predstavlja rotaciju oko ose x + z za π radijana na
Blochovoj sferi. Usljed ovakve rotacije, ta£ke sa x-ose se premje²taju na z-osu i obratno,
a vrijednost ta£ke na y-osi sada ima negativnu vrijednost.

Na o�cijalnoj stranici IBM-a, moºemo, nakon jednostavne registracije, pristupiti kvant-
nom ra£unaru u njihovom sjedi²tu i vr²iti simulacije od interesa. Kada na stanje |0〉
djelujemo Hadamard kolom, dobivamo:

H |0〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉) = |+〉 .

q[0]

c 1

0

Slika 3.6.2: Primjena Hadamard kola u IBM Q editoru

Simulacijom predstavljenje strukture sa samo jednim Hadamard kolom primjenjenim na
jedan qubit, dobivamo histogram za 100 izvedenih operacija pod istim uslovima. Iako
o£ekujemo iste vrijednosti pojavljivanja za |0〉 i |1〉, malo je vjerovatno da ¢e nam bilo
koji set kona£nog broja mjerenja, bez obzira koja cifra je u pitanju, dati takav rezultat.

Slika 3.6.3: Hadamard kolo - histogram

7Kvantna kontura je elektri£ki provodljiva kontura u kojoj kvantni efekti uti£u na same osobine pri-
jenosa neke informacije
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q[0]

c 1

0

Slika 3.6.4: Primjena X i Hadamard kola u IBM Q editoru

Zajedno sa stanjem |−〉 = 1√
2
(|0〉 − |1〉) ²to je u su²tini vektor u negativnom smjeru x-

ose, moºemo de�nisati novu bazu mjerenja - bazu superpozicije. Stanje |−〉 formiramo
kori²tenjem kvantnog kruga na slici iznad. X kolo invertuje |0〉 u |1〉, a zatim Hadamard
kolo rotira qubit oko ose x+ z da bi se formiralo |−〉 stanje.

Rezultat je isti kao i u prvom slu£aju gdje smo izvr²ili simulaciju samo Hadamard kola.
Zaklju£ujemo da razli£ita stanja daju iste rezultate.

Slika 3.6.5: X i Hadamard kolo - histogram

Da bismo vidjeli koja je razlika izme�u stanja |+〉 i |−〉, mjerenje moramo izvr²iti u bazi
superpozicije. Eksperimentalno, mjerenje ne moºemo vr²iti u razli£itim, proizvoljnim,
pravcima Blochove sfere, ali moºemo napraviti da izgleda kao da rotacijom qubita
primjenom kvantnih kola, mijenjamo stanje kompletnog sistema, prije nego ²to doista
izvr²imo stanardno mjerenje duº z-ose. Da bismo izvr²ili mjerenje u bazi X, rotiramo
stanje qubita tako da njegova x komponenta bude u smjeru z-ose, ²to ostvarujemo prim-
jenom Hadamard kola prije kona£nog mjerenja.

q[0]

c 1

0

Slika 3.6.6: |+〉 stanje mjereno u X bazi

q[0]

c 1

0

Slika 3.6.7: |−〉 stanje mjereno u x bazi
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Vidimo da su nam rezultati mjerenja u x bazi apsolutno odre�eni (deterministi£ki), dok
smo mjerenjem u z bazi, nasumi£no dobivali vrijednosti izme�u 0 i 1. Kao rezultat, u
oba slu£aja, dobivamo:

Slika 3.6.8: |+〉 i |−〉 stanje mjereno u X bazi

3.7 Vezana stanja

Jedan od koncepta kvantne mehanike, kako smo naveli na samom po£etku, a koji su
kontra-intuitivni, jeste da kvantni sistemi koji se nalaze na jako velikim udaljenostima,
mogu biti, bez ikakve �zi£ke spone, jako povezani. Za takva kvantna stanja kaºemo
da su vezana. Tako�er, vidjeli smo da se multiqubitno vezano stanje ne moºe, prosto
re£eno, izraziti preko pojedina£nih qubita tog stanja.

Npr., stanja |00〉, |01〉, |10〉 i |11〉, nisu vezana obzirom da svakom pojedina£nom qubitu
moºemo dodijeliti de�nisano stanje. Stanje, 1√

2
(|00〉+ |10〉) tako�er nije vezano jer prvi

qubit moºe bit izraºen kao 1√
2
(|0〉+ |1〉), dok bi u tom slu£aju drugi imao vrijednost |0〉.

Me�utim, stanje 1√
2
(|01〉+ |10〉) je vezano jer ne postoji apsolutno nikakav na£in kojim

se moºe izraziti preko kombinacije stanja od samo jednog qubita. Mjerenjem qubita
u ovakvom, vezanom stanju, duº bilo koje ose posmatranja, nalazimo da je njegovo
pona²anje potpuno neure�eno, ali £ak nam i neure�eno pona²anje qubita, omogu¢ava
da sa sigurno²¢u predvidimo stanje drugog, ako bismo izvr²ili mjerenje duº iste ose. Za
Bellova stanja dobivamo:

q[0]

q[1]

c 2

0 1

Slika 3.7.1: Prvo Bellovo stanje β00

Hadamard kolo konvertuje stanje prvog para qubita |00〉 u stanje superpozicije H |00〉 =
1√
2
(|0〉 + |1〉) |0〉. Ovako de�nisano stanje sada sluºi kao kontrolni ulazni podatak za
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3 Kvantna kola

CNOT kolo, koje, kako smo rekli, invertuje drugi qubit, ako i samo ako je kontrolni
qubit (prvi qubit) |1〉. Tako, stanje kvantnog sistema nakon prolaska kroz CNOT kolo
ima oblik 1√

2
(|00〉+ |11〉) i vezano je.

q[0]

q[1]

c 2

0 1

Slika 3.7.2: Drugo Bellovo stanje β01

Za drugo Bellovo stanje β01, smo drugi qubit prethodno podvrgnuli X transformaciji iz
|0〉 u |1〉.

Slika 3.7.3: Prvo Bellovo stanje β00 - histogram

Slika 3.7.4: Drugo Bellovo stanje β01 - histogram

U op²tem slu£aju za Bellova stanja vrijedi:

|β(x, y)〉 =

(
|0, y〉+ (−1)x |1, Y 〉√

2

)
,

gdje je Y negacija od y.
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4 Kvantni algoritmi

Analogno algoritmu klasi£nog ra£unarstva, kvantni algoritam se de�ni²e kao kona£an
broj koraka za izra£unavanje nekog problema na kvantnom ra£unaru, primjenom za-
kona kvantne mehanike. Kvantni algoritmi su podijeljeni u tri grupe. Prvi su algoritmi
zasnovani na kvantnoj verziji Fourierove transformacije. Shorov1 algoritam za defaktor-
izaciju brojeva je jedan od algoritama iz te grupe. Drugu grupu £ine kvantni algoritmi
za pretragu, kao ²to je Groverov2 algoritam, dok u tre¢u grupu spadaju algoritmi koje
se koriste za kvantne simulacije.

Kvantna Fourierova transformacija

Kvantna Fourierova transformacija (QFT) je sli£na uobi£ajenoj diskretnoj Fourierovoj
transformaciji (DFT), osim ²to je prora£un na kvantnog algoritma eksponencijalno brºi.
Prisjetimo se prvo klasi£ne Fourierove transformacije kojom se vr²i preslikavanje sloºenih
vektora:

x = (x0, ..., xn−1)→ y = (y0, ..., yn−1) ∈ Cn, yk =
1√
n

n−1∑

j=0

xje
2πijk
n , k = 0, ..., n− 1.

Izraz moºemo pro²iriti kako bismo dobili kvantnu verziju ove transformacije. De�ni²imo
linearnu transformaciju U na n qubita koji opisuju osnovno stanje |j〉, gdje je 0 ≤ j ≤
2n − 1. Za linearnu transformiraciju vrijedi:

|j〉 → 1√
2n

2n−1∑

k=0

e
2πijk
n |k〉 .

Ova transformacija je unitarna. Na klasi£nom ra£unaru za izvr²avanje Fourierove trans-
formacije potrebno jeN logN = n 2n koraka da bi se faktorisaloN = 2n brojeva. Kvantni
ra£unar istu transformaciju izvr²i u log2N = n2 koraka, ²to je eksponencijalna u²teda.
Pokazalo se da se ova transformacija moºe koristiti za e�kasnu transformaciju vektora
stanja razloºenog na 2n kompleksnih brojeva. Najvaºnija primjena ove transformacije je
u eksponencijalnom ubrzavanju defaktorizacije velikih prirodnih brojeva.
1Peter Shor, ro�en 1959. godine (New York City, New York, USA) je ameri£ki profesor primijenjene
matematike na MTI Univerzitetu. Poznat je zbog svog doprinosa kvantnom ra£unanju i razvoja
algoritma za defaktorizaciju brojeva.

2Lov Grover je ro�en 1961. godine (Delhi, India). Njegovi najzna£ajni doprinosi vezani su za oblast
kvantnog ra£unanja i razvoj algoritma za pretraºivanje baze podataka.
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4 Kvantni algoritmi

NP problemi

U teoriji kompleksnosti, NP (nedeterministi£ko polinomijalno vrijeme) je skup prob-
lema odlu£ivanja rije²ivih u polinomijalnom vremenu na nedeterministi£koj Turingovoj
ma²ini. Ekvivalentno, to je skup problema £ija rije²enja mogu da se provjere na de-
terministi£koj Turingovoj ma²ini, u polinomijalnom vremenu. U teoriji kompleksnosti,
polinomijalno vrijeme se odnosi na vrijeme izra£unavanja problema, gdje vrijeme, m(n),
nije ve¢e od polinomijalne funkcije veli£ine problema, n. Matemati£ki zapisano u notaciji
O, ovo zna£i m(n) = O(nk), gdje je k neka konstanta koja moºe zavisiti od problema.

4.1 Shorov algoritam

Svaki ve¢i cijeli broj posjeduje jedinstvenu kompoziciju prostih cijelih brojeva, ali je
odre�ivanje ovih faktora problemati£no. Naime, sigurnost na²ih podataka koje svakod-
nevno koristimo prilikom transakcije se oslanja na £injenicu da je defaktorizacija velikih
brojeva (sa preko hiljadu £lanova), skoro pa nemogu¢a. Osnova moderne kriptogra�je
je upravo metoda defaktorizacije. Danas se za defaktorizaciju brojeva sa vi²e od 100
£lanova, koristi NFS algoritam (Number Field Sieve), £ije je vrijeme izvr²anja problema:

O(e(c+o(1))(logn)
1/3(log logn)2/3)

super-polinomijalno, pa defaktorizacija i dalje ostaje teºak problem s kojim se suo£ava
moderna kriptogra�ja.

1995. Peter Shor je predloºio vremenski polinomijalni kvantni algoritam za rije²avanje
problema defaktorizacije. Pretpostavimo da je na² zadatak odrediti proste faktore broja
N sa d znakova. Standardni algoritam obi£no prolazi kroz sve proste brojeve p sve do
vrijednosti

√
N , i provjerava da li je p djeljivo sa N . Shorov algoritam, s druge strane,

za defaktorizaciju broja N , provjeru vr²i u polinomijalnom vremenu. Nekom kvantnom
kolu, je stoga za defaktorizaciju, potrebno vrijeme reda:

O
(
(logN)2(log logN)(log log logN)

)
,

²to pokazuje da se ovaj problem moºe e�kasno rije²iti kori²tenjem kvantnih ra£unara.

E�kasnost Shorovog algoritma posljedica je e�kasnosti Fourierove transformacije i uza-
stopnog kvadriranja. Ako bi kvantni ra£unar sa dovoljnim brojem kvantnih bita mogao
da radi bez uticaja ²umova i ostalih kvantnih smetnji, Shorov algoritam bi se mogao
koristiti za razbijanja shema kriptogra�je javnog klju£a, kao ²to su veoma poznate RSA
sheme.
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4 Kvantni algoritmi

Postupak

Postavlja se sljede¢i problem: za dat neparan sloºen broj N , na¢i neparan, cijeli broj d,
strogo izme�u 1 i N , koji dijeli N . �tavi²e, da bi algoritam funkcionisao, potrebno je da
N ne bude stepen faktora. Ovo se moºe testirati nalaºenjem kvadratnog, kubnog.. k-tog
korijena od N , za k ≤ log2N , i provjeravanjem da ni jedna od ovih vrijednosti nije cijeli
broj. Ovo zapravo isklju£uje mogu¢nost da je N = Mk za neke cijele brojeve M, k > 1.
Po²to N nije stepen faktora, on je proizvod dva uzajamno prosta broja ve¢a od 1. Kao
posljedica kineske teoreme ostatka, broj 1 ima bar £etiri razli£ita korijena modula N , od
kojih su dva sigurno 1 i −1. Cilj algoritma je da na�e korijen b od 1, osim 1 i −1. Takav
broj b ¢e dovesti do defaktorizacije broja N . Pronalaºenje takvog broja b je svedeno
na pronalaºenje broja a parnog redosljeda sa odre�enom dodatnom osobinom. Upravo
se kvantni algoritam koristi za nalaºenje redosljeda nasumi£no odabranog elementa a,
jer je nalaºenje pravog redosljeda teºak posao, barem na klasi£nom ra£unaru. Shorov
algoritam se sastoji iz dva dijela:

1. Smanjenje problema defaktorizacije na problem nalaºenja pravog redosljeda, ²to
moºe da se izvr²i primjenom klasi£nih metoda.

2. Kori²tenje kvantnog algoritma za rije²avanje problema redosljeda

Klasi£ni dio

1. Odabrati nasumi£an broj a < N .

2. Na¢i NZD(a,N) koriste¢i Euklidov algoritam.

3. Ako je NZD(a,N) 6= 1, onda postoji netrivijalni faktor od N , tako da smo zavr²ili.

4. U suprotnom, iskoristiti podrutinu za nalaºenje redosljeda da bi se na²lo r:

a) f(x) = axmod(N)

b) f(x+ r) = f(x) ili f(x+ r) = ax+rmod(N) = acmod(N)

5. Ako je r neparno, ide se nazad na korak 1.

6. Ako je a
r
2 = −mod(N) ide se nazad na korak 1.

7. NZD(a
r
2 ± 1, N) je netrivijalan faktor od N .

Npr., za N = 15, a = 7, r = 4, NDZ(72 ± 1, 15) = NZD(49 ± 1, 15), gdje je
NZD(48, 15) = 3 i NZD(50, 15) = 5. Za broj N koji je proizvod dva prosta broja
p i q, vrijednost iznosi φ(N) = N − p − q + 1, a koja je u ovom slu£aju, za N = 15, 8.
Primjetite da je 8 djeljivo sa r.
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4 Kvantni algoritmi

Kvantni dio: podrutina za nalaºenje redosljeda Kvantna kola kori²tena za ovaj
algoritam su posebno napravljena za svaki izbor N i nasumi£no kori²teno a u f(x) =
axmod(N). Za dato N , na¢i Q = 2q tako da vrijedi N2 ≤ Q ≤ 2N2, iz £ega slijedi
da je Q

r
> N . Ulazni i izlazni kvantni memorijski registri moraju da zadrºe vrijednost

superpozicije od 0 do Q − 1, ²to zna£i da operi²emo sa q kvantnih bita pojedina£no.
Kori²tenjem duplo vi²e qubita nego ²to se £ini potrebnim, osiguravamo da postoji barem
N razli£ithih vrijednost x koji daju istu vrijednost funkcije f(x), iako se redosljed r
pribliºava N

2
. Postupamo na sljede¢i na£in:

1. Postaviti registre na:

Q−
1
2

Q−1∑

x=0

|x〉 |0〉 .

Ovo po£etno stanje predstavlja superpoziciju Q stanja.274 6 Code Breaking with a Quantum Computer

Fig. 6.1 Quantum circuit for Shor’s Algorithm. Register A has tA qubits. Register B has tB qubits.
The state of the registers after each step of the computation is indicated by |ψ0〉, |ψ1〉, . . . , |ψ5〉
left to right across the top of the circuit. Initially, both registers are set to |0〉, a set of tA Walsh
Hadamard gates are applied to Register A, thereby creating an equally weighted superposition of
all the bit strings (i.e., different values of j ) Register A can hold. Next a transformation is applied
to Register B conditional on the value in Register A. Specifically, if Register A contains integer
|j〉, and Register B contains |0〉, the transformation is |j〉|0〉 → |j〉|xj mod N〉. Then Register B

is read, projecting out a particular value of xj mod N〉. Due to entanglement between the registers,
Register A is thereby projected into a superposition of values of j consistent with the outcome in
Register B . These j values are spaced r apart, where r is the sought after period. Hence, taking
the inverse QFT of Register A, gives state that is sharply peaked in the vicinity of multiples of the
inverse period. Thus, by reading Register A we obtain a string of bits corresponding to the binary
representation of a number k2tA /r where k, tA and r are all integers, of which tA is known. Hence,
after a few repetitions we have enough samples of integer multiples of the inverse period to be able
to guess r . The two factors of N may then be computed from gcd(xr/2−1,N) and gcd(xr/2+1,N)

7. Measure the state of Register B . This reveals a particular integer value for the
contents of Register B , e.g., |xb0 mod N〉B for some smallest value b0, and
simultaneously projects the state of Register A into a superposition of just those
values of |j〉 such that xj mod N = xb0 mod N . As these j values are separated
from one another by an integer amount, namely the sought-after period r , they
can be written in the form |ar + b0〉. If r happens to be a power of 2, the
superposition created as a side effect of measuring Register B can be written in

Slika 4.1.1: Kvantna kontura za Shorov algoritam

2. Formulisati funkciju f(x) kao kvantnu funkciju i primjeniti je na gornje stanje da
bi se dobilo:

Q−
1
2

∑

x

|f(x)〉 .

Ovo je i dalje superpozicija Q stanja.

3. Primjeniti kvantnu Fourierovu transformaciju na ulazni registar. Ova transforma-
cija koristi, kako smo vidjeli, Q-ti jedini£ni korijen kao ²to je ω = e

2πi
Q da rasporedi

amplitudu bilo kojeg datog |x〉 stanja jednako me�u svim Q |y〉 stanjima, i da uradi
to na druga£iji na£in za svako razli£ito |x〉 stanje:

UQFT |x〉 = Q−
1
2

∑

y

ωxy |y〉 .
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Kona£no stanje opisano je kao:

Q−1
∑

x

∑

y

ωxy |y〉 |f(x)〉 .

Izraz se nalazi u superpoziciji od mnogo vi²e Q stanja, ali ipak mnogo manje od
Q2 stanja. Iako postoje Q2 £lanovi u sumi, stanje |y〉 |f(x0)〉 se moºe zanemariti
kad god x i x0 daju istu vrijendost. Neka vrijedi:

- ω = e
2πi
Q Q-ti je jedini£ni korijen

- r je redosljed funkcije f

- x0 je najmanji £lan od skupa x koji daju isto rije²enje zadate funkcije f(x)

- x0 + rb < Q

Onda je ωxy jedini£ni vektor u kompleksnoj ravni (ω je jednini£ni vektor, a r i y
su cijeli brojevi), a koe�cijent Q−1 |y〉 |f(x0)〉 u krajnjem stanju je:

∑

x:f(x)=f(x0)

ωxy =
∑

b

ωx0+rb = ωx0y
∑

b

ωrby.

Svaki izraz u ovoj sumi predstavlja razli£it put do istog rezultata, pa dolazi do
kvantne smetnje - kada jedini£ni vektori ωryb pokazuju u skoro istim smjerovima u
kompleksnoj ravni, to zahtjeva da ωry pokazuje rezultat u pravcu pozitivne realne
pozitivne ose.

4. Izvr²iti mjerenje. Dolazimo do nekog ishoda y na ulaznom registru i z na izlaznom.
Po²to je f periodi£na funkcija, vjerovatno¢a mjerenja takvog stanja |y, z〉 data je
kao:

∣∣∣∣Q−1
∑

x∈{0,...,Q−1};f(x)=z
ωxy
∣∣∣∣
2

= Q−2
∣∣∣∣
∑

b

ω(x0+rb)y

∣∣∣∣
2

= Q−2
∣∣∣∣
∑

b

ωbry
∣∣∣∣
2

.

Analize pokazuju da je ova vjerovatno¢a ve¢a, ²to je vektor ωry bliºe pozitivnoj
realnoj osi, ili ²to je yr

Q
bliºe cijelom broju. Ako r nije rezultat potencije na drugu,

ne¢e biti faktor od Q.

5. Kako je yr
Q

bliºe nekom cijelom broju c, vrijednost y
Q

je stoga bliºa nepoznatoj
vrijednosti c

r
. Koriste¢i tzv. razvoj veriºnog razlomka nad y

Q
, pribliºno odre�ujemo

d
s
, za ²to vrijedi:

a) s < N

b)
∣∣∣∣
y
Q
− d

s

∣∣∣∣ < 1
2Q

Uz ovako de�nisane uslove i pretpostavku da je sam izraz d
s

ireducibilan, s je najvjerovatnije period od r, ali £ak i ako nije, onda je barem
faktor perioda.
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6. Provjeriti da li vrijedi f(x) = f(x + s) ⇔ as = 1mod(N). Ako je uslov ispunjen,
problem je rije²en.

7. U suprotnom, uzeti jo² kandidata za r koriste¢i vrijednosti bliºe y. Ako je uslov
ispunjen, problem je rije²en.

8. U suprotnom, vratiti se na prvi korak.

4.2 Groverov algoritam

Groverov algoritam je kvantni algoritam za pretraºivanje nesortirane baze podataka sa
N unosa u O(N

1
2 ) vremenu koriste¢i O(logN) memorijskog prostora, formulisan 1996.

godine. U modelima klasi£nog izra£unavanja, pretraºivanje i sortiranje nesortirane baze
podataka ne moºe biti ostvareno za manje od linearnog vremena, tako da je pretraºi-
vanje elementa £lan po £lan, optimalno. Groverov algoritam ilustruje da u kvantnom
modelu pretraga moºe biti izvr²ena znatno brºe - njegova vremenska sloºenost O(N

1
2 )

je asimptotski najbrºa mogu¢a za pretraºivanje nesortirane baze podataka u kvantnom
modelu. Pruºa kvadratno pobolj²anje, za razliku od drugih kvantnih algoritama, koji
pruºaju eksponencijalno, u odnosu na njihove klasi£ne alternative. Kao i mnogi drugi al-
goritmi i Groverov algoritam je probabilisti£ki u smislu da daje ta£an rezultat sa visokim
procentom vjerovatno¢e. Vjerovatno¢a javljanja gre²ke moºe bti smanjena ponavljan-
jem algoritma. Deutsch-Jozsa algoritam je recimo deterministi£ki i uvijek daje ta£an
odgovor.

Postavka i koraci algoritma

Uzmimo nesortiranu bazu podataka saN unosa. Algoritmu je potrebanN -dimenzionalni
prostor H, koji moºe biti obezbje�en sa n = log2N qubita. Neka je f funkcija koja
ozna£ava unose baze sa 0 ili 1, gdje je f(ω) = 1 ako i samo ako ω zadovoljava traºeni
uslov. Preko black-boxa osigurava nam se pristup ka podproblemu u obliku linearnog
operatora Uω, koje se pona²a kao:

Uω |ω〉 = − |ω〉 , Uω |x〉 = |x〉 , x 6= ω.

Na² cilj je odrediti indeks za |ω〉. Neka je |s〉 uniformna superpozicija svih stanja:

|s〉 =
1√
N

N∑

x=1

|x〉 .

Tada je operator, poznat kao i Groverov difuzni operator, de�nisan kao:

Us = 2 |s〉 〈s| − I.
Koraci Groverovog algoritma su sljede¢i:
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1. Inicijalizirati sistem u stanje |s〉 = 1√
N

∑N
x=1 |x〉 .

2. Primijeniti sljede¢e Groverove iteracije:

a) Primjena operatora Uω.

b) Primjena operatora Us.

3. Primijeniti rezultate mjerenja Ω. Rezultat mjerenja ¢e biti λω sa vjerovatno¢om
koja se pribliºava jedinici za N � 1. Iz λω odre�uje se ω.

Prva iteracija Paralelno de�niciji: Us = 2 |s〉 〈s| − I, zaklju£ujemo da Uω moºe biti
izraºeno i na druga£iji na£in:

Uω = I − 2 |ω〉 〈ω| .
Da bismo ovo dokazali dovoljno je provjeriti kako se Uω pona²a u baznim stanjima:

(
I − 2 |ω〉 〈ω|

)
|ω〉 = |ω〉 − 2 |ω〉 〈ω|ω〉 = − |ω〉 = Uω |ω〉 ;

(
I − 2 |ω〉 〈ω|

)
|x〉 = |x〉 − 2 |ω〉 〈ω|x〉 = |x〉 = Uω |x〉 ,

za svako x 6= ω. Sljede¢a izra£unavanja pokazuju ²ta se de²ava tokom prve iteracije:

〈ω|s〉 = 〈s|ω〉 = 1√
N

〈s|s〉 = N 1√
N
· 1√

N
= 1

Uω |s〉 =
(
I − 2 |ω〉 〈ω|

)
|s〉 = |s〉 − 2 |ω〉 〈ω|s〉 = |s〉 − 2√

N
|ω〉

q[0]

q[1]

q[2]

q[3]

q[4]

c 5

1 2

Slika 4.2.1: Prvi korak Groverovog algoritma predstavljen u IBM Q editoru

Groverov algoritam je optimalan. To zna£i, da bilo koji algoritam koji pristupa bazi po-
dataka kori²tenjem isklju£ivo operatora Uω, mora primijeniti operator najmanje onoliko
puta koliko i Groverov algoritam. Ovaj rezultat je bitan za razumijevanje ograni£enja
kvantnog ra£unanja.
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4.3 Deutsch-Jozsa algoritam

Pretpostavimo da nam je zadata Booleanska funkcija oblika f : {0, 1}2 → {0, 1} i da
znamo da je sigurno ili konstantna ili izbalansirana. Na² zadatak je odrediti koji slu£aj
je u pitanju.

unos ispis
00 1

01 0

10 0
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unos ispis
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Kao i dosad, pretpostavit ¢emo da je na² pristup problemu ograni£en isklju£ivo na
evaluaciju transformacije Bf koja se de²ava u black-boxu. U nastavku ¢emo evaluaciju
Bf ozna£avati kao upit. U klasi£nim sistemima, dovoljna bi bila samo tri upita da
rije²imo ovaj problem. Posmatrajmo dijagram:
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In the previous lecture we discussed Deutsch’s Algorithm, which gives a simple example of
how quantum algorithms can give some advantages over classical algorithms in certain restricted
settings. We will start this lecture by discussing another simple example, and then move on to the
Deutsch-Jozsa Algorithm, which generalizes Deutsch’s Algorithm to functions from n bits to 1 bit.

A simple searching problem

Suppose that we are given a function of the form f : {0, 1}2 → {0, 1}, but this time we are
promised that it is one of these four functions:

f00

input output
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01 0

10 0
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f01

input output
00 0
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10 0
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f10

input output
00 0

01 0

10 1

11 0

f11

input output
00 0

01 0

10 0

11 1

The goal is to determine which one it is. In other words, the function takes value 1 on one input
and value 0 on all others, and the goal is to find the input on which the function takes value 1.
Thus, we can think of this problem as representing a simple searching problem. As before, we
assume that access to the function is restricted to evaluations of the transformation Bf . Now is a
good time to mention some terminology: we say that an evaluation of Bf on some input (quantum
or classical) is a query.

Classically, three queries are necessary and sufficient to solve the problem. In the quantum
case, one query will be sufficient to solve the problem. Here is a circuit diagram describing part of
the procedure. (The missing part will be filled in later.)
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1Slika 4.3.1: Klasi£no rije²enje problema

Stanje qubita nakon prolaska kroz Hadamardovo kolo bi bilo:
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Nakon transformacije Bf , tvrimo da je stanje:
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4 Kvantni algoritmi

Posljednji qubit, kao stanje superpozicije (koje nam ne¢e dati nikakav odgovor), ne ovisi
o prethodnim stanjima, te se stoga tretira kao nepotreban (zanimaju nas samo vezana
stanja), pa nam ostaje:
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Ova stanja su sva iz ortonormiranog seta. To zna£i da su ujedno i jedini£ni vektori
i da su kao takvi me�usobno ortogonalni. Kad god imamo ovakav ortonormiran set,
uvijek je mogu¢e izgraditi takvu kvantnu konturu koja jasno razlikuje me�usobno ortog-
onalna stanja. U su²tini, vrlo je jednostavno konstruisati odgovaraju¢u unitarnu matricu
transformacije: vektori nam formiraju kolone matrice i kao takvu je konjugiramo. Na²a
matrica bi u tom slu£aju imala oblik:
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Konstrui²imo sada i kvantnu konturu koja bi vr²ila operaciju unitarne matrice transfor-
macije U .
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The gate consisting of a single circle labeled −1 corresponds to the matrix
(
1 0
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)
,

which is also called a phase flip or σz gate. The complete circuit looks like this:
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The Deutsch-Jozsa Algorithm

Our next algorithm is a generalization of Deutsch’s Algorithm called the Deutsch-Jozsa Algorithm.
Although the computational problem being solved is still artificial and perhaps not particularly
impressive, we are moving toward more interesting problems.

This time we assume that we are given a function f : {0, 1}n → {0, 1}, where n is some
arbitrary positive integer, and we are promised that one of two possibilities holds:

1. f is constant. In other words, either f(x) = 0 for all x ∈ {0, 1}n or f(x) = 1 for all
x ∈ {0, 1}n.

2. f is balanced. This means that the number of inputs x ∈ {0, 1}n for which the function takes
values 0 and 1 are the same:

|{x ∈ {0, 1}n : f(x) = 0}| = |{x ∈ {0, 1}n : f(x) = 1}| = 2n−1.

The goal is to determine which of the two possibilities holds.

3

Slika 4.3.2: Dio kvantne konture

Kvantno kolo koje je na slici predstavljeno ta£kom (−1), odgovara Pauli Z operatoru, Z
matrici, koja se jo² naziva i fazna izmjena. Kona£na kontura ima oblik:
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4 Kvantni algoritmi
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The Deutsch-Jozsa Algorithm

Our next algorithm is a generalization of Deutsch’s Algorithm called the Deutsch-Jozsa Algorithm.
Although the computational problem being solved is still artificial and perhaps not particularly
impressive, we are moving toward more interesting problems.

This time we assume that we are given a function f : {0, 1}n → {0, 1}, where n is some
arbitrary positive integer, and we are promised that one of two possibilities holds:

1. f is constant. In other words, either f(x) = 0 for all x ∈ {0, 1}n or f(x) = 1 for all
x ∈ {0, 1}n.

2. f is balanced. This means that the number of inputs x ∈ {0, 1}n for which the function takes
values 0 and 1 are the same:

|{x ∈ {0, 1}n : f(x) = 0}| = |{x ∈ {0, 1}n : f(x) = 1}| = 2n−1.

The goal is to determine which of the two possibilities holds.

3

Slika 4.3.3: Kontura s primijenjenim kvantnim strukturama

Uop²teni Deutsch-Jozsa algoritam

Sljede¢i algoritam predstavlja uop²tenu verziju Deutschovog algoritma, tzv. Deutsch3-

Jozsa4 algoritam. Pretpostavimo da nam je data funkcija f(x) : {0, 1}n → {0, 1}, gdje
je n neki proizvoljni cijeli, pozitivni broj, i neka su mogu¢i sljede¢i slu£ajevi:

1. Funkcija f je konstantna. Drugim rije£ima, ili je f(x) = 0 za svako x ∈ {0, 1}n
ili je f(x) = 1 za svako x ∈ {0, 1}n.

2. Funkcija f je izbalansirana. Broj unosa x ∈ {0, 1}n za koje funkcija uzima
vrijednosti 0 i 1 je isti:

∣∣∣∣{x ∈ {0, 1}n : f(x) = 0}
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣{x ∈ {0, 1}n : f(x) = 1

∣∣∣∣ = 2n−1.

Kao i za prethodna dva algoritma, pristup funkciji f je ograni£en na upit ure�aju koji
odgovara transformaciji Bf de�nisanoj kao:

Bf |x〉 |b〉 = |x〉 |b⊗ f(x)〉 ,

za svako x ∈ {0, 1}n i b ∈ {0, 1}. Klasi£no, ovaj problem je jako jednostavno rije²iti s
relativno malim brojem upita ako bismo sistemu dozvoliti nasumi£nost i prihvatili da
moºe do¢i do gre²ke u rezultatu, iako sa zanemarivom vjerovatno¢om. Naime, moºemo
nasumi£no izabrati k unosa x1, ..., xk ∈ {0, 1}n, odrediti f(xi) za i = 1, ..., k i zaklju£iti
da je funkcija konstantna ako je f(x1) = ... = f(xk) ili izbalansirana u suprotnom. Ako

3David Deutsch ro�en 1953. godine (Haifa, Izrael) je britanski �zi£ar, izraelskog porijekla. Trenutno
radi kao predava£ na Oxfordu. Smatra se pionirom oblasti kvantnog ra£unanja. Formulisao je opis
kvantne Turingove ma²ine, a tako�er je dizajnirao i algoritam koji se moºe izvr²iti na kvantnom
ra£unaru.

4Richard Jozsa, ro�en 1953. godine (Melbourne, Australija) trenutno radi kao profesor na Cambridge
Univerzitetu. Zajedno sa Deutschom, smatra se pionirom kvantnog ra£unanja. Njegov dana²nji
rad se, pored razvoja kvantnih algoritama, odnosi i na razvoj ideje o kvantnoj teleportaciji. 2004.
godine Udruºenje matemati£ara iz Londona mu uru£uje Naylor nagradu za doprinose na podru£ju
kvantne informatike.
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4 Kvantni algoritmi

je funkcija doista konstantna, ova metoda ¢e biti ispravna prilikom svakog mjerenja, ali
ako je funkcija izbalansirana, algoritam ¢e izbacivati gre²ku (kao rezultat ¢e zaklju£ivati
da je funkcija kontantna) sa vjerovatno¢om 2−(k−1). Uzmimo da je k = 11 i recimo, neka
je vjerovatno¢a gre²ke manja od 1/1000. Me�utim, ako ºelimo da algoritam uvijek daje
ta£na rije²enja, tada je, u najgorem slu£aju, potrebno 2n−1 + 1 upita.

As for the previous two algorithms, we assume that access to the function f is restricted to
queries to a device corresponding to the transformation Bf defined similarly to before:

Bf |x〉 |b〉 = |x〉 |b ⊕ f(x)〉

for all x ∈ {0, 1}n and b ∈ {0, 1}.
It turns out that classically this problem is pretty easy given a small number of queries if we

allow randomness and accept that there may be a small probability of error. Specifically, we can
randomly choose say k inputs x1, . . . , xk ∈ {0, 1}n, evaluate f(xi) for i = 1, . . . , k, and answer
“constant” if f(x1) = · · · = f(xk) and “balanced” otherwise. If the function really was constant
this method will be correct every time, and if the function was balanced, the algorithm will be
wrong (and answer “constant”) with probability 2−(k−1). Taking k = 11, say, we get that the
probability of error is smaller than 1/1000. However, if you demand that the algorithm is correct
every time, then 2n−1 + 1 queries are needed in the worst case.

In the quantum case, 1 query will be sufficient to determine with certainty whether the function
is constant or balanced. Here is the algorithm, which is called the Deutsch-Jozsa Algorithm:

H H

H H

Bf

H

?

H H

|0〉

|0〉

|0〉

|1〉

M

M

M

There are n bits resulting from the measurements. If all n measurement results are 0, we
conclude that the function was constant. Otherwise, if at least one of the measurement outcomes
is 1, we conclude that the function was balanced.

Before we analyze the algorithm, it will be helpful to think more about Hadamard transforms.
We have already observed that for a ∈ {0, 1} we have

H |a〉 = 1√
2
|0〉+ 1√

2
(−1)a |1〉 ,

which we can also write as
H |a〉 = 1√

2

∑

b∈{0,1}
(−1)ab |b〉 .

4

Slika 4.3.4: Uop²teni Deutsch-Jozsa algoritam (struktura)

Me�utim u, nazovimo ga, kvantnom slu£aju, samo jedan upit ¢e biti dovoljan da sa
sigurno²¢u utvrdimo da li je funkcija konstantna ili izbalansirana. Ako je za svih n
mjerenja rezultat bio 0, zaklju£ujemo da je funkcija konstantna, a ako je barem jedan
rezultat bio 1, funkcija je izbalansirana. Ali prije nego ²to analiziramo sam algoritam,
vratimo se na Hadamardovu transformaciju, za koju vrijedi:

H |a〉 =
1√
2
|0〉+

1√
2

(−1)a |1〉 ;

H |a〉 =
1√
2

∑

b∈{0,1}
(−1)ab |b〉 .

Ako imamo dva qubita, inicijalno u stanju x = x1x2 ∈ {0, 1}2, i ako na njih primjenimo
Hadamardovu transformaciju, dobit ¢emo:

(H ⊗H) |0〉 =

(
1√
2

∑

y1∈{0,1}
(−1)x1y1 |y1〉

)(
1√
2

∑

y2∈{0,1}
(−1)x2y2 |y2〉

)

=
1

2

∑

y∈{0,1}2
(−1)x1y1+x2y2 |y〉 .

Analogno pravilo primjenjujemo na bilo koji broj qubita. Notacijom H⊗n = H⊗ ...⊗H,
moºemo pisati:

H⊗n |x〉 =
1√
2n

∑

y∈{0,1}n
(−1)x1y1+...+xnyn |y〉 ,
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4 Kvantni algoritmi

H⊗n |x〉 =
1√
2n

∑

y∈{0,1}n
(−1)xy |y〉 .

Sada je Deutsch-Jozsa algoritam jednostavniji za analizu. Stanje nakon prve Hadamar-
dove stransformacije je:

1√
2n

∑

x∈{0,1}n
|x〉
(

1√
2
|0〉 − 1√

s
|1〉
)
.

Zatim, primjenom Bf transformacije, stanje ima oblik:

1√
2n

∑

x∈{0,1}n
(−1)f(x) |x〉

(
1√
2
|0〉 − 1√

s
|1〉
)
.

Usljed faznog kick-back efekta, posljedi qubit se odbacuje te se primjenjuje n Hadamar-
dovih transformacija. Kona£no stanje je:

1√
2

∑

x∈{0,1}n
(−1)f(x)

(
1√
2

∑

y∈{0,1}n
(−1)xy |y〉

)
,

odnosno:
∑

y∈{0,1}n

(
1

2n

∑

x∈{0,1}n
(−1)f(x)+xy

)
|y〉 .

Ono ²to nas zanima je vjerovatno¢a da ¢e svako mjerenje kao rezultat dati 0. Amplituda
stanja |0n〉 je:

1

2n

∑

x∈{0,1}n
(−1)f(x),

te je stoga vjerovatno¢a de�nisana kao:
∣∣∣∣∣

1

2n

∑

x∈{0,1}n
(−1)f(x)

∣∣∣∣∣

2

=

{
1 ako je funkcija f konstantna,

0 ako je funkcija f izbalansirana.
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5 Zaklju£ak

U uvodnom dijelu rada postavili smo pitanje odrºivosti Mooreovog zakona, iako mu
pretpostavke ve¢ine nau£nika ne idu u prilog. Naime, od kraja ²ezdesetih godina do
danas, tehnologija proizvodnje poluprovodni£kih komponenti, a samim tim i ra£unara,
su²tinski se nije mijenjala. Posljednji Intelov skok u proizvodnji mikroprocesora se sma-
tra moºda jednim od posljednjih udvostru£avanja ra£unarske mo¢i. Teoretski, zakoni
kvantne mehanike i kvantni efekti ne dopu²taju procesorske tehnologije manje od 10nm.
Rije²enje ovog problema je naravno napu²tanje klasi£nih poluprovodni£kih tehnologija i
istraºivanje novih ra£unarskih metoda, odnosno, kvantnih ra£unara. U praksi, kvantni
ra£unari bi koristili kvantne efekte, koji za klasi£ne ra£unare predstavljaju smetnje, za
brºe i e�kasnije rije²avanje problema.

5.1 Prednosti kvantnih ra£unara

Vidjeli smo da nam kvantni algoritmi omogu¢avaju eksponencijalno ubrzavanje rije²a-
vanja odre�enih ra£unarskih problema. Upravo se zbog toga ulaºu velike svote novca
u razvoj kvantnih ra£unara. Uz njihovu pomo¢, sada²nji klasi£ni kriptografski kodovi
bi se sa lako¢om mogli de²ifrovati. Tako�er, znatno ubrzanje bi dobili i algoritmi za
pretraºivanje baza podataka £ime bi se ubrzao proces identi�kacije.

Sa druge strane, komercijalni korisnici sa implementacijom kvantnog ra£unara dobili bi
veoma visok stepen privatnosti podataka. Za razliku od klasi£ne kriptogra�je, kvantna
kriptogra�ja daje metode za enkripciju podataka koje su skoro nemogu¢e za de²ifrovanje
od strane neovla²tenog lica.

Drugi zna£ajni aspekt kvantnog ra£unarstva su kvantne mreºe. Kvantna mreºa je spoj
dva ili vi²e ra£unara koji razmijenjuju resurse za rije²avanje nekog problema. Imple-
mentacija kvantnih mreºa na globalnom nivou omogu¢ila bi brºu, e�kasniju i sigurniju
komunikaciju.

5.2 Nedostaci kvantnih ra£unara

Kvantno ra£unarstvo i kvantna informatika su relativno mlade nau£ne discipline, koje
se intenzivno prou£avaju tek tridesetak godina. Upravo zbog toga, javljaju se problemi
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5 Zaklju£ak

koji jo² uvijek nisu rije²eni.

Prvi problem koji se javlja vezan je kvantne algoritme. Naime, sredinom devedesetih
godina pro²log vijeka do²lo je do ogromnog skoka u kvantnoj informatici pronalaskom
Shorovog algoritma za defaktorizaciju brojeva. Kao ²to je ve¢ bilo rije£i, Shorov al-
goritam eksponencijalno ubrzava proces defaktorizacije u odnosu na klasi£ni ra£unar.
Smatralo se da ¢e se ubrzo nakon ovog pronalaska, prona¢i i druge klase kvantnih algori-
tama koji potvr�uju snagu kvantnih ra£unara. Ako pogledamo na period od pronalaska
Shorovog algoritma do danas, moºemo vidjeti da nije do²lo do zna£ajnijeg teorijskog
napretka na polju kvantne informatike.

Drugi veliki problem jesu �zi£ka ostvarenja kvantnih ra£unara. Prakti£no, dva osnovna
problema koja se javljaju su izolovanje sistema od spolja²nje sredine i pristup tako
izolovanom sistemu. Sa dana²njim tehnolo²kim mogu¢nostima ova dva problema se ne
mogu istovremeno rije²iti. Tehnologija izolovanja sistema jo² uvijek nije dovoljno napre-
dovala da moºe da izoluje kvantni sistem od dekoherencije na vi²e od par sekundi, ²to
kvantne ra£unare u dana²njoj fazi razvoja £ini neprakti£nim. Dana²nji kvantni ra£unari
su ostvarivi samo u laboratorijskim uslovima i vi²e su dokaz koncepta nego prakti£nog,
komercijalnog ure�aja.

5.3 Budu¢nost kvantnih ra£unara

Iako postoje mnogi dokazi da su kvantni ra£unari realno ostvarivi, niko ne moºe da
garantuje njihovu masovnu upotrebu u daljoj budu¢nosti. Veliki preokret uslovljen je
pronalaskom materijala i tehnologije koji mogu izolovati kvantne sisteme u prakti£no
neograni£enim vremenskim periodima.

S druge strane, kvantni ra£unari nisu jedini u trci za odrºavanje Mooreovog zakona.
Pokazano je da se DNK ra£unari, molekularni ra£unari i drugi bio ra£unari, tako�er
mogu koristiti za e�kasniju i brºu obradu podataka.

Prije nego ²to ostvarimo masovnu proizvodnju kvantnih ra£unara potrebno je razviti
dublje teorijsko razumijevanje kvantne mehanike. U skorijoj budu¢nosti potrebno je
tako�er razviti tehnologiju izrade posebnih materijala koji bi kvantne sisteme e�kasno
za²titili od dekoherencije.

Kvantni ra£unari su svakako budu¢nost. Da li ¢e se kao takvi komercijalizovati u narednih
5 ili 50 godina, ovisi isklju£ivo o na²em stepenu edukacije o ovom fenomenu.
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Dodatak A

A.1 Black-box funkcija

Funkcija f(x) je ili konstanta (vra¢a istu vrijednost za sve ulazne binarne podatke) ili
izbalansirana (vra¢a jednu vrijednost za polovinu svih ulaznih podataka i drugu vri-
jednost za drugu polovinu). Ali nije nam dat apsolutno nikakav uvid u matemati£ku
formulaciju funkcije f(x), ali zamislimo da nam je funckija data kao black-box funkcija
koja se pona²a tako da, za dati ulazni podatak x, vra¢a ta£nu vrijednost za f(x). Za-
datak je odrediti, ²to se manje pozivaju¢i na black-box, da li je funkcija konstanta ili
izbalansirana.

Vode¢i se klasi£nim primjerom, kako je x bilo koji n-bitni binarni broj, od kojeg je
mogu¢e konstruisati ukupno 2n znakova (ulaznih podataka), to je potrebno izvr²iti prov-
jeru na minimalno 1

2
2n + 1 = 2n−1 + 1 podataka, kako bismo sa sigurno²¢u odredili tip

funkcije.

Vidimo da nije potrebno provjeravati svih 2n ulaznih bit znakovnih podataka, jer je
funkcija f(x) sigurno ili konstantna, ili izbalansirana, tako, ako utvrdimo da funkcija
nije konstantna, onda sa sigurno²¢u moºemo zaklju£iti da je izbalansirana, jer su to
jedina dva mogu¢a slu£aja. Iako moºemo izbje¢i provjeravanje svakog ulaznog podatka
pojedina£no, pove¢anje ulaznih znakovnih bita n rezultirat ¢e ekponencijalnim rastom
broja poziva na black-box kako bismo odredili tip funkcije od interesa. Me�utim, uz
kori²tenje kvantnih ra£unara, da li je funkcija f(x) konstantna ili izbalansirana, moºemo
odrediti samo jednim pozivom na black-box. Neka nam je ulazni podatak samo jedan
bit (n = 1). Tada za funkciju f(x) kaºemo da je konstantna ako i samo ako vrijedi
f(0) = f(1), a da je izbalansirana u slu£aju da je f(0) 6= f(1).

Kori²tenjem klasi£nog ra£unara problem moºemo rije²iti odre�ivanjem vrijednosti za
f(0), a zatim za f(1), i upore�ivanjem rezultata provjeriti da li je ispunjen slu£aj f(0) =
f(1), odnosno da li je funkcija konstantna ili je izbalansirana za f(0) 6= f(1). Ovom
metodom je potrebno se dva puta pozvati na black-box u cilju utvr�ivanja tipa funkcije.
No, kvantni ra£unar ovaj problem moºe rije²iti metodom tzv. kvantnog paralelizma.
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Dodatak B

B.1 Fazni kick-back efekat

Klju£na stvar prilikom razumijevanja faznog kick-back efekta jeste da je |ψ〉 vlastiti
vektor operatora U sa vlastitom vrijedno²¢u e2πiφ. Drugim rije£ima:

U |ψ〉 = e2iiφ |ψ〉 ,

gdje je φ faza koju ºelimo odbaciti. Da bismo objasniti kako kick-back mehanizam
funkcioni²e, zapo£nimo sa primjerom:

Slika 5.3.1: Primjer prostog kvantnog kola

U ta£ki A, stanje sistema je |0〉 |ψ〉. Primjenom Hadamardove transformacije (opera-
tora), tj. prolaskom stanja kroz Hadamard kolo, u ta£ki B stanje |0〉 je konvertovano u
H |0〉 = 1√

2
(|0〉+ |1〉), odnosno, ukupno stanje je sada:

|0〉+ |1〉√
2
|ψ〉 =

|0〉 |ψ〉+ |1〉 |ψ〉√
2

.

Izme�u ta£aka B i C, nalazi se kontrolni operator U . Kontrolno kolo (kontrolni operator)
se primjenjuje samo na gornji qubit kada je gornji qubit |1〉. Tako, u ta£ki C, kona£no
stanje sistema je:

|0〉 |ψ〉+ |1〉U |ψ〉√
2

=
|0〉 |ψ〉+ |1〉 e2πiφ |ψ〉√

2
=
|0〉+ e2πiφ |1〉√

2
|ψ〉 .

Kako |ψ〉 ostaje nepromijenjeno? Iz prethodne analize vidimo da je to mogu¢e iz pros-
tog razloga ²to primjenom U operatora na |ψ〉, faktor e2πiφ izlazi ispred kao vlastita
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5 Zaklju£ak

vrijednost vektora |ψ〉, te stanje (vektor) ostaje nepromijenjeno. Posmatrajmo sada vi²e
redove operatora U . Kao i prethodnom slu£aju, |ψ〉 je i dalje vlastiti vektor operatora,
recimo, U2:

U2 |ψ〉 = U(U |ψ〉) = e2πiφU(|ψ〉) = e2∗2πiφ |ψ〉 ,
ili op¢enito:

Ux |ψ〉 = e2∗xπiφ |ψ〉 .
U skoro svim primjenama faznog kick-back efekta, rije£ je o odre�enim potencijama
operatora U , oblika U2k.

Slika 5.3.2: Primjena operatora U2k

Konture su iste. U ta£ki B stanje sistema ima oblik 1√
2
(|0〉 |ψ〉 + |1〉U |ψ〉). Primjenom

kontrolnog kola, kona£no stanje sistema u ta£ki C je:

|0〉 |ψ〉+ |1〉U2k |ψ〉√
2

=
|0〉 |ψ〉+ |1〉 e2∗2kπiφ |ψ〉√

2
=
|0〉+ e2∗2

kπiφ |1〉√
2

|ψ〉 .

Vidimo da se i u ovom slu£aju faza φ prebacuje (odbacuje) da gornji qubit, dok donji
ostaje nepromijenjen.

Slika 5.3.3: Kontura sa n operatora

Donji qubit ostaje |ψ〉, dok je informacija o fazi sadrºana u stanjima gornjih qubita.
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